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RESUMEN: En el presente trabajo se re-
flexiona sobre el transito de la intuicidn a la
conceptualizacion de la nocion matemadtica
del limite en bachillerato, para ello se rea-
lizd un estudio de caso acerca del concepto
limite que promueve un profesor en el
aula, considerando como eje metodolégico
la reflexién-accién, e incluye componentes
de la investigacidn-accién. Los datos se

te una entrevista semiestructurada entre el
investigador y el docente. Encontrando que
el docente centra la ensefianza del limite
en una destreza muy estereotipada, que
consiste en fomentar la simplificacion al-
gebraica de funciones polinomiales y ra-
cionales elementales para obtener numéri-
camente un valor operativo del limite
dejando de lado la parte conceptual.

recopilaron en dos momentos: primero, se
realizaron registros de los didlogos entre el
docente y sus estudiantes; y posteriormen-
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Introduccion

Esta investigacion se integra a numerosos reportes de investigacion que documentan la
notoria dificultad que tiene tanto el docente como los estudiantes para entender el concep-
to limite, las creencias acerca del concepto, son hazafias intelectuales que han evolucio-
nado histéricamente (Oehrtman, M., 2009). Investigaciones previas han focalizado minu-
ciosa y exhaustivamente las caracterizaciones ingenuas de los estudiantes acerca del

concepto limite (Sierpinska, 1987).

La intuicién y la matematica han estado relacionadas desde los inicios de la civilizacion,
ellas aparecen en todas las culturas como un signo de estar y ser en la explicacion del
mundo. La solucién a un problema matematico proviene de interrogantes sobre el signifi-
cado de lo que acontece, similar a la solucion de la expresion artistica pujando por encon-

trar el habla, color, notas, formas que traduzcan su significado. En ese transitar, la impor-
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tancia de la idea de limite en matematicas adquiere las dimensiones de lo humano, donde
el conocimiento matematico proyecta la propuesta de observar el mundo desde la mirada
humana y el pincel que lleva consigo el lenguaje. En este proceder creativo existe una
didactica, Comenius en su obra “La Didactica Magna” hablaba de una escuela para to-
dos, en donde distinguia diferentes estratos, segun la edad, y a cada uno de éstos sefia-
laba un determinado programa de instruccion. No se trataba de cambiar temas, sino de
tratar los mismos con maneras diversas a medida, precisamente, de la posibilidad de
comprension de los alumnos, y considerados desde un punto de vista siempre mas am-
plio. Estas ideas nos condujeron a la interrogante ¢ Cual es la interpretacion epistemoldgi-
ca que promueve primordialmente el docente en el aula y, a cual modelo de ensefianza se
adhiere primordialmente el profesor?, con el objetivo de identificar la postura epistemol6-
gica y el modelo de ensefianza del que se derivan las estrategias didacticas que el docen-

te utiliza para la ensefianza del concepto limite en bachillerato.

Metodologia

La investigacion en la que sustentan los resultados presentados, es de corte etnografica,
sustentada en desarrollo profesional de los docentes esta identificada con el esquema de
reflexién-accion, planteado por (Schon, D., 1998), e incluye componentes de la investiga-
cion-accion de (Elliot, E., 1996). Participaron 35 alumnos y el docente de la clase obser-
vada. Para hacer la interpretacion cognitiva de las observaciones utilizamos la llamada
triada de la ensefianza propuesta por (Potari, D., y Jarawoski, B., 2002). Los resultados
obtenidos son de particular interés para los docentes de los cursos iniciales de célculo y a

los estudiosos de la ensefianza de las matematicas.

Discusion de resultados

El brevisimo recorrido que hicimos en la introduccion nos lleva al encuentro con la narrati-
va, espacio donde son posibles propuestas para interpretar la vision del mundo humano y
Su proposicion de vivencias en ese mundo donde habitar con nimeros y formas es dar un
sentido didactico al vivir social. La imaginacion y el concepto limite acompafian al conoci-
miento, a la matematica. La novela “Alicia en el pais de las maravillas” de Lewis, Caroll,
su interpretacion lleva a varios caminos, por la multitud de lecturas que se pueden sacar
de sus péaginas, en una primera revision, se puede encontrar un cuento para nifios, des-

bordante de ilusiones fantasticas que llevan en una espiral de personajes increibles y si-
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tuaciones disparatadas, un reflejo de esas conversaciones absurdas con mas risas que
palabras de las que gustan mantener los nifios cuando empiezan a manejar lenguaje y
conceptos. Como nos lo hace ver el siguiente segmento, equivalente al concepto matema-
tico de “limite”.

Profesor: Haber muchachos vamos a ver ¢,Qué entienden por limite?

A1l: Que llega a un punto determinado y que de ahi no pasa, frontera.

A2: Cuando voy por mi novia, la suegra nos pone un limite, nos pone la hora de
regreso.

Al: Que te vas acercando.

A1l: Es como una aproximacion.

A3: Hasta el infinito.

A4: Es contrario al infinito porque tiene un tope.

A10: La terminacion, final, el alcance maximo...

AG6: Limite de tiempo.

A1l: Limite de velocidad.

A9: En una carrera la meta es un limite.

A10: El velocimetro del carro.

All: La temperatura de una persona, por ejemplo, para los adultos es de 36°C.
A9: En el estacionamiento he visto el limite de altura.

Profesor: Una frontera es un limite matematico, luego lo vamos a ver. Hey, ¢A
dénde van?

A12: Es el limite de la clase, se acabd.

Las lineas anteriores nos proporcionan la riqueza intuitiva de la categoria “limite”. Dicho
concepto metaférico del limite, no conoce de limites en la imaginacién del estudiante,
desde el lenguaje materno se pueden colapsar todas las dimensiones para explorar el
concepto limite, tan rico como el lenguaje materno mismo. No obstante, cuando se analiza
la novela de Alicia en el Pais de las Maravillas, se llega a la conclusion de que sélo pudo
haber sido escrita por una mente matematica acostumbrada a deducir “partiendo de lo

il6gico”, no se pudo escribir tal novela de manera inocente. Ademas, los niveles de inter-
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pretacion de esta novela son muchos, desde los mas simples, que se fijan en la caricatu-
ra, hasta los mas profundos, ésos que saben encontrar una critica a la sociedad atada a

unas normas impuestas por el poder establecido.

En el terreno de la educaciéon matematica, la nocién intuitiva es fundamental, es el punto
de partida para el razonamiento deductivo, la creatividad de las expresiones metaféricas
sobre el concepto limite, es esa creatividad el punto de partida para entrar al razonamien-
to deductivo porque la verdad mateméatica también existe como una forma abstracta de
estructura. Aunque el mundo de Alicia parece dejado al azar, lleno de absurdos, en reali-
dad tiene una estructura légica. Podemos decir que el Pais de las Maravillas tiene sus
propias reglas y formas matematicas como lo tiene el concepto limite. En el ambito de la
esfera matematica, (Fischbein, E., 1999) ya anticipaba interpretaciones del limite como los
enunciados por los alumnos, la ensefianza del “limite” parte de las ideas intuitivas para
arribar al conocimiento formal, como una premisa inevadible en la génesis de los objetos
matematicos que para Fischbein, se compone basicamente de dos elementos: intuicion y

deduccion.

Pero, (Shavenson, R., Stern, P., 1981) nos alertan en el sentido de que no bastan las in-
tuiciones, es necesario el otro lado de la moneda: la deduccion ya que las intuiciones “son
reglas implicitas e inconscientes, se emplean en una gran variedad de tareas para selec-
cionar la informacion, clasificar objetos o personas o revisar su conocimiento. Pero, a pe-
sar de que en general son completamente utiles, algunos casos nos llevan a sistematicos
y severos errores”. Protegiéndose de las limitaciones de las intuiciones, veamos como el

profesor empieza, desde la matematica a abordar el concepto limite.

Entrevistador: ¢Cémo ensefias el concepto limite?

Profesor: Limites por aproximaciones, acercandonos poco a poco al punto limite
COmMo una aproximacion.

Entrevistador: ¢ Qué actividades realizas para ensefiar limites?

Profesor: No encuentro muchas herramientas, de cémo poder diversificar la forma
de que ellos capten el concepto limite no de la manera popular, de que lo puedan
interiorizar desde el punto de vista matematico, se me dificulta y te confieso trato
de verlo lo mas rapido, llevarmelos a la practica de como calcular limites, de hacer
ejercicios de manera directa y de forma indeterminada, no me centro en el concep-
to limite.

Entrevistador: Entonces, ¢ En qué te centras para ensefiar limites?
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Profesor: En la parte operativa.
Entrevistador: ¢ En procedimiento de calcular limites?

Profesor: Asi es, vemos limites mateméaticos que es lo que nos interesa, de una
variable, de una funcién y enseguida el cémo calcularlos. EI método de aproxima-
ciones sucesivas y después el método de sustitucion directa que ellos se den
cuenta que hay un método mas rapido que es lo mismo, pero el concepto exacta-
mente no.

Entrevistador: ¢ Ensefia la definicion épsilon-delta del limite?

Profesor: No, porque ellos no lo comprenden y creo que les complicaria mas las
cosas, pienso que esos son temas para los chavos de fisico-matematicas o de in-
genieria.

Entrevistador: ¢ Para expertos?

Profesor: Si, yo pienso que ellos, con que logren manipular lo que corresponde a
limite es suficiente, porque es lo que van a ocupar en profesional.

Entrevistador: En eso de la sustitucion directa que menciona ¢para qué funcio-
nes?

Profesor: Vemos funciones algebraicas fundamentalmente, solamente les men-
ciono casi siempre dos o tres limites de funciones trascendentales, los muy es-
pecificos, con que ellos logren asimilar los calculos de los limites algebraicos es
mas que suficiente desde mi punto de vista.

Entrevistador: ¢Cual considera que es la dificultad més grande de ellos?

Profesor: Ellos batallan en los casos del limite en donde aparece un hueco, una
discontinuidad, tienen que factorizar y buscar una funcién equivalente.

Entrevistador: ¢ Ddénde aparecen indeterminaciones?

Profesor: Si, ahi ellos batallan para factorizar, ellos siguen diciendo que cero entre
cero es cero y no hallan que hacer algunos ponen cero y otros indeterminacion
matematica y dan el problema por terminado, pero esa no es la intencién, no quie-
re decir que el limite de la funcion no exista a la mejor si existe, hay que buscar
una funcién equivalente.

Otro gigante de la educacion matematica (Polya, G., citado en Sinicrope, R., 1995) afir-
maba que el razonamiento intuitivo es la imaginacién antes de la demostracién de un teo-
rema matematico, es la imaginacién antes de llevar a cabo algunos detalles, es la combi-
nacién de observaciones y el seguimiento de analogias, es el ensayar, intentar una y

otras vez. Mas adelante citando a Kant sostuvo, "toda cognicion humana empieza con
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intuiciones, luego se siguen las concepciones y finaliza en grandes ideas”, comentd Polya
gue él re-escribiria la oracion anterior de la siguiente forma: "el aprendizaje comienza con
una accion y una percepcion, luego siguen las palabras y conceptos". Siguiendo al pare-
cer esta logica el docente da seguimiento a los limites formalizando ahora el concepto, el

siguiente parrafo ejemplifica como se accede al conocimiento formal del limite:

Profesor: Ahora vamos a ver la definicion de limite de una variable. Escriban, un
namero ‘k’ es el limite de una variable independiente ‘x’, si en un proceso de varia-
cion de ‘X', se aproxima infinitamente al niamero ‘k’, de tal manera que, a partir de
cierto momento el valor absoluto de la diferencia ‘x menos k' es infinitamente pe-
quefia y es menor que un numero positivo infinitamente pequefio el cual se repre-
senta como ¢ Una especie de E manuscrita y es Epsilon, es como la abuelita de

la E, los matematicos la llaman Epsilon y representa cantidades infinitamente pe-
quefias. Si el valor absoluto de ‘x menos k' es menor que Epsilon, entonces ‘k’ es
el limite de ‘X’ y se dice ‘x tiende a k', x > k _¢Que representa la flechita?

AO12: Tiende
AO12: ¢Por qué se llama Epsilon?

Profesor: Creo que asi se llama la E en griego, nuestros origenes son grecorro-
manos.

En el dialogo anterior se observa como en el concepto formal de limite intervienen simbo-
los que los alumnos deben abstraer, como por ejemplo épsilon, el docente les describe
como se representa y les expresa el significado para las matematicas de esa representa-
cion, en este sentido es importante sefalar que la comunicacion verdadera presupone
una actitud generalizadora que es una etapa avanzada en el desarrollo del significado de
las palabras. Las formas superiores del intercambio humano son posibles sélo porque el
pensamiento del hombre refleja una realidad conceptualizada, y ésta es la razon por la
cual ciertos pensamientos no pueden ser comunicados a los nifios, aunque estén familia-
rizados con las palabras necesarias, pues puede fallar el concepto adecuadamente gene-

ralizado que asegure la comprensién total. (Vigotsky, L, 2010).

Los limites también se pueden formalizar a través de las propiedades de los mismos, el
docente opté por comentarlas mediante ejemplos, las propiedades se ven del libro de
texto, (Fuenlabrada, T, 2001) en el pizarrén el docente va explicando ejemplos de cada

una de ellas y les comenta a los estudiantes “de eso se trata, de sustituir pero con ciertas
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reglas”. La forma de inducir al conocimiento de las propiedades del limite, esta ejemplifi-

cada asi:

Profesor: Hay unas propiedades de los limites, por favor abran su libro
en la pagina 33. No siempre se va a resolver los limites con tablas,
utilizaremos esos teoremas. ¢Qué pasa si sustituimos el 3, en la
expresion, cuanto da?

A1l: Siete

Profesor: De eso se trata de sustituir pero con ciertas reglas, ¢Qué dice
el primero?

A2: Teorema de una constante, El limite de una constante c, cuando x
tiende a un valor a, es la constante

lim-3=-3
lim2=2
Xx—10
Hq4:4

Los didlogos anteriores pueden hacer pensar que la clase tiene un orden, como en la ma-
tematica misma; si se recuerda que en matematicas hasta el final se formaliza, los limites
se formalizaron con los teoremas aun cuando no se dieron las condiciones, ni se
demostraron, cada uno de ellos se ejemplifica para que se apliquen, pero estas reglas
fueron dadas como algo ya establecido falto el andlisis de las diferentes representaciones

de las mismas para que se significaran.

En los ejercicios de limites el docente pone énfasis en el algoritmo de los métodos alge-
braicos de resolucion con la intencion de que los alumnos mecanicen un procedimiento
algoritmico. Un algoritmo segun Ballester (2000) es “una regla exacta sobre la ejecucion
de cierto sistema de operaciones, en un determinado orden, de modo que resuelvan to-
dos los problemas de un tipo dado”. De aqui que se obtiene el concepto de sucesion de

indicaciones con caracter algoritmico (SICA).

La resolucién de un limite algebraico similar significa que se resuelven ejercicios del mis-
mo tipo, aprendiendo la sucesion de pasos que lleva a la solucion, se realizan varios ejer-
cicios del mismos tipo y con el mismo grado de complejidad, la intensién es que los estu-
diantes puedan manejar los limites operativamente, esto se aprecia cuando existen

incertidumbres y se procede a la ejecucién, como ésta:
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. x*-16
lim———
x>4 X —4

Profesor: ¢ Qué pasa si sustituimos directo?
AOL1: Cero entre cero
Profesor: Busquemos una expresion equivalente, ¢, x* —16 es?

AO1: Diferencia de cuadrados
Profesor: ¢ Cémo lo factorizamos? Lo acabamos de ver en el primer ejercicio
AO2: Binomios conjugados

x2—16_(x—4)(x+4)_X
X—4 X—4

+4

Profesor: Entones, ¢ da?

AO3: Ocho
2 —
lim > 3x+2:”m(x )(x )
x—1 X=1 x—1 X=1

Profesor: Luego dos numeros que multiplicados den el tercer término y sumados
el segundo, -2y -1

2
. XT=3x+2 . (x=-D(x-2 .
lim—— = |Im¢ =limx-2=-1
x—1 X-=1 x—1 X—1 x—1
Para los ejercicios abordados en el dialogo anterior se puede elaborar una SICA, los ejer-

cicios tratados son del mismo tipo lo que indica la mecanizacion de los limites algebraicos.

Conclusiones

El profesor como responsable de la seleccién y conduccién de los temas a ensefiar (Pota-
ri, D, y Jaworski, B., 2002), observamos en él que inicia el tema de limites en forma de
platica con la intensién de saber que entienden los alumnos por limite y suavizar la ense-
flanza del nuevo concepto. Se explora semanticamente el concepto de “limite”, con toda
la riqueza de los conceptos intuitivos del limite. Durante el dialogo que sostiene el docente
con sus estudiantes, induce a la vez, él mismo, las categorias que mas tarde formaliza,

los conceptos como: aproximaciones sucesivas, propiedades de los limites, sustitucion
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directa, entre otras, para poder calcular el limite. Ademas comenta el profesor la dificultad
gue hay entre sus estudiantes para entender la definicién épsilon-delta, prefiere evadir
esta explicacion del concepto limite, es un concepto que a juicio del docente, los estudian-

tes no estan maduros para interiorizar.

La dificultad del calculo subyace, por una parte, en que la experiencia empirica estd muy
alejada de las categorias como: limite y las cantidades infinitamente pequefas o grandes
pues sus experiencias distan mucho del significado conceptual de estos en matematicas.
Por otra parte, la poca habilidad operativa en la simplificacién de expresiones que poseen
los estudiantes en temas matematicos previos al célculo, como son: algebra, geometria y
la trigonometria genera una discusion mas operativa que conceptual del limite. Todo esto
contribuye a que el calculo se vuelva para ellos un entramado sin fin de formulas y, por

consiguiente, con un significado vacio para los estudiantes.
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