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definicion-concepto de Tall y Vinner (1981).
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interpretacion de graficas de calculo y
graficas de  cinematica. Realizamos
entrevistas por pares de estudiantes, donde

en el uso de la derivada y la integral en
problemas de cdlculo y de cinematica.

. i Presentamos estos hallazgos con Ia
planteamos cuatro problemas isomérficos a
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dos problemas de cinemadtica, de los cuales
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Introduccidn

Un recurso didactico de los profesores de ciencias e ingenieria son las graficas, utilizadas
con frecuencia en la ensefianza de matematicas, fisica, quimica y biologia (Britton, New,
Sharma, y Yardley, 2005; Garcia-Garcia y Perales-Palacios, 2006; Garcia-Garcia y
Perales-Palacios, 2007; Garcia-Garcia, 2005; Habre y Abboud, 2006; Planinic, Milin-sipus,
Katic, Susac y Ivanjek, 2012). Algunos investigadores de educacion en fisica han
reportado dificultades de los estudiantes en la interpretaciéon de graficas de cinemética
(Beichner, 1994; McDermott, Rosenquist y vanZee, 1987; Testa, Monroy y Sassi, 2002).
Igualmente, varios investigadores de educacién de las matematicas han reportado
dificultades en la interpretacion de graficas de calculo (Leinhardt, Zaslavasky y Stein,
1990; Pérez-Goytia, Dominguez y Zavala, 2010; Ubuz, 2007). Los conceptos de
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indagacion de estos trabajos han sido la derivada y la integral, en el contexto del célculo y
de la velocidad y aceleracién, en el contexto de la cinematica.

En este trabajo se examina la interpretacién de gréficas de la derivada y la integral
en la resolucién de dos problemas isomoérficos de velocidad y aceleracion mediante la
teoria de imagen-concepto y definicion-concepto de Tall y Vinner (1981). Se discute el
contenido de las respuestas de las estudiantes y se mencionan hallazgos a la luz de los
elementos conceptuales evidenciados en una argumentacion matematica.

Marco tedrico

La conexién de conceptos de calculo a graficas de cinemética es un problema de estudio
que McDermott et al. (1987) estudiaron mediante entrevistas a estudiantes y que
reportaron como una dificultad para la interpretacion de gréficas de cinematica. Beichner
(1994) disefié un examen de opcién multiple y reporto dificultades de uso de la derivada y
la integral en graficas de cinematica y en la lectura de graficas de fendmenos fisicos.
Posteriormente, Testa, Monroy y Sassi (2002) indagaron como los estudiantes
comprenden las caracteristicas graficas y textuales de un problema de la vida real. Uno de
sus hallazgos fue la falta de relacién entre una interseccion visible en la gréfica y un
fendmeno fisico, lo que sugiere una falta de asociacion entre la representacion
matematica y el fendmeno cotidiano. Las conclusiones de Beichner (1994), McDermott,
Rosenquist y vanZee (1987) y Testa, Monroy y Sassi (2002) coinciden en la necesidad de
examinar la conexién de algunas relaciones entre magnitudes o conceptos.

La conexién de conceptos matematicos a graficas de fendmenos fisicos y
matematicos implica procesos de mayor abstraccion (Leinhardt et al., 1990 y Ubuz, 2007)
que el entendimiento de conceptos del mismo contexto. El estudio de la abstraccion
puede ser abordado mediante una teoria que permite estudiar las imagenes mentales que
posee un estudiante y lo que dice de este concepto. La teoria de definicion-concepto e
imagen-concepto de Tall y Vinner (1981) se aproxima a la estructura cognitiva que un
estudiante posee de un concepto, ya que proporciona informacion sobre una tarea
cognitiva y un comportamiento intelectual asociados o no entre si, asi como de los
términos contenidos en su procesamiento. Esta teoria se basé en dos postulados: (a) el
cerebro no es una entidad puramente logica y (b) para entender los procesos internos del
cerebro es necesario formular una distincion sobre la definicibn de un concepto y los
procesos cognitivos que permiten generar una concepcion.
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Tall y Vinner (1981) esquematizaron el estudio de la estructura cognitiva de un
individuo, mediante la inspeccion verbal o escrita de la definicion-concepto y de la imagen-
concepto, los cuales asumen como elementos de un concepto y se explican a
continuacion. La definicibn-concepto es el conjunto de palabras asociadas a este
concepto o la reconstruccion personal de una definiciobn formal, aceptadas por la
comunidad matematica. En tanto, la imagen-concepto consiste en todas las imagenes,
propiedades y procesos asociados externados por el individuo. Con esta teoria es factible
obtener una aproximacién a los procesos mentales asociados a la conexion de conceptos
matematicos en su contexto de aprendizaje —calculo- y en un contexto distinto- cinemética
-, con la finalidad de profundizar en la interpretacion de gréficas de los estudiantes en
estos contextos.

Este trabajo indaga la interpretacion de la derivada y la integral en el contexto de
célculo y de la velocidad y la aceleracion en el contexto de cinematica. Las perspectivas
de interés en calculo son: la derivada como razén de cambio y la integral como &rea bajo
la curva o cambio acumulado de una funcién. Del mismo modo, para cinematica se
indagan las perspectivas de velocidad como razén de cambio de la posicion, de la
aceleracién como razén de cambio de la velocidad y del cambio de posicion de un objeto
como el cambio acumulado en una grafica de velocidad.

Problema de investigacion

La problemética de investigacidon gira en torno a dos preguntas de investigacion: (a)
¢,Cudles son las imagenes-concepto y las definiciones-concepto de los estudiantes de
cinematica de primer afio en la resolucion de problemas de calculo con gréfica? , (b)
¢ Cuédles son la imagen-concepto y la definicion-concepto de los estudiantes de cineméatica
de primer afio en la resolucion de problemas isomérficos de cinematica con grafica? y (c)
¢Cémo se relacionan las imagenes-concepto y definicion-concepto de dos estudiantes
para la interpretacion en la resolucién de problemas con grafica? Este trabajo tiene como
objetivo exponer elementos de la caracterizacién sobre la conexion de la derivada y la
integral en graficas de célculo y de cinemética.

Metodologia de investigacion

Para conocer las estructuras cognitivas de estudiantes de un curso propedéutico de fisica,
asi como la relacion de estas estructuras con la resoluciéon de problemas de célculo, se
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analizé el contenido de seis entrevistas, realizados por pares. Se convocé a estudiantes
con promedios en el curso menores a 80 y mayores a 60, ya que constituyen una
poblacién con necesidad de estudio sobre la interpretacion de graficas de calculo y de
cinematica de acuerdo al estudio de Pérez-Goytia, Dominguez y Zavala (2010). Los
estudiantes seleccionados participaron en un ciclo de entrevistas de profundidad, en las
que se plantearon cuatro problemas, dos problemas de célculo y dos problemas de
cinematica. Los cuatro problemas contaron con la misma estructura y el mismo requisito
de dominio conceptual matematico. Los problemas de esta naturaleza son conocidos
como problemas isomérficos (Cui, Rebello, y Bennett, 2005 y Zavala y Barniol, 2012) y
permiten explorar diferencias en entendimiento e interpretacion de conceptos.

El disefio de los problemas de este estudio se basé en examenes que evallan la
interpretacion de graficas de cinematica (Beichner, 1994) y la interpretacion de gréaficas de
célculo y cineméatica (Pérez-Goytia, Dominguez y Zavala, 2010). Los problemas
planteados en la entrevista a cada par de estudiantes se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1
Problemas isomorficos de derivada e integral en célculo y en cinematica
Concepto Problema gréfico Problema en Problema en Distincion
calculo cinemética en
problema
gréficos
Derivada La siguiente La siguiente Velocidad
figura muestra figura (m/s)
f'(x) : )
la graficade la muestra la sustituye a
derivada de gréfica de la " (x)
una funcion. velocidad de y tiempo
/ ¢cCuando esla un objeto (s) ax
. / segunda ¢Cuéndo es
b . N \/W derivada de la la
funcibn méas aceleracion
negativa? del objeto
mas
negativa?
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Integral La gréfica La gréfica Velocidad
f'(x) representa la representa la (m/s)
5 primera velocidad de sustituye a
derivada de wun objeto. Si f*(x)
" T una funcién. quisieras y tiempo
5 Si quisieras conocer el (s)
copocer el cambio de sustituye a
% 1 2 3 g ¥ cambio de la posicion del x.
funcién objeto
durante el durante el

intervalo de intervalo
x=0 a x=2 comprendido

usando la entret=0sy

gréfica, t = 2 s

deberias: usando la
gréfica,
deberias:

Los participantes fueron agrupados por parejas. Para la examinacion del discurso
se elabor6 una célula de estructura cognitiva compuesta, a partir del modelo de estructura
cognitiva de Vinner (1983), quien propuso este modelo basado en la teoria de imagen-
concepto y definicién-concepto de Tall y Vinner (1981). En el modelo de Vinner se estudia
un concepto mediante el analisis de dos células de formacién conceptual, una célula para
la definicién-concepto y otra célula para imagen-concepto. Vinner (1983) llamé conflicto
cognitivo a la contradiccion de la definiciébn-concepto de un individuo con su imagen-

concepto.

En este estudio se considera que las respuestas de una pareja de estudiantes
forman parte de la interaccién de ideas y elementos disparadores del discurso, propios de
su interpretacion de un concepto en un problema. Con una célula de estructura cognitiva
doble, disefiada a partir del modelo de Vinner (1983) (ver Figura 1) se clasificaron los
elementos conceptuales de los estudiantes sobre cada uno de los cuatro problemas

isomorficos con gréfica.
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Salida Comportamiento intelectual:
Una respuesta

D-C:

D-C: I-C:

Entrada A Tarea cognitiva:

Identificacion o construccion

Figura 1. Célula de estructura cognitiva doble.

En la célula de la Figura 1 se esquematizan las imagenes-concepto y definicién-
concepto de cada participante en la entrevista. Estos elementos se obtienen a partir de las
transcripciones de las entrevistas, las cuales se analizaron a detalle. La célula de
estructura cognitiva doble muestra lineas punteadas en el exterior y en el interior. Las
lineas externas conectan las interacciones discursivas de los estudiantes, mientras que
las lineas internas conectan las imagenes-concepto y definiciones-concepto de cada
participante. Considerando que estas interacciones pueden disparar ideas en la
generacién de la interpretacién se permite el trazado de flechas entre los elementos
principales.

A continuacidon se presentan los hallazgos de este ciclo de entrevistas, por
contexto y por concepto matematico en la Tabla 2 y en la Tabla 3, respectivamente. Se
reporta la imagen-concepto y definicion-concepto predominantes en el discurso de cada
pareja, en consideracion a que fueron posibles elementos iniciales o disparadores de las
respuestas de los dos estudiantes. Estos elementos fueron observados en estudiantes
que manifestaron mayor elaboracién matematica en sus respuestas.
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Tabla 2

Imagenes-concepto y definiciones-concepto de los estudiantes en dos problemas

isomorficos de derivada

Concepto  Pareja Definicion-concepto  Imagen-concepto Conflicto
cognitivo

Derivada  Alfa No Aceleracion decreciente No

en calculo
Beta No Movimiento cambiante No
Gamma  Cambios en funciébn  Velocidad de cambio No
Delta No Gréfica de posicion No
Epsilon No Velocidad de funcién No
Omega No Derivada més negativa No

Derivada  Alfa No Velocidad positiva 0 negativa No

en

cinematic

a
Beta No Cambios en velocidad No
Gamma No Cambios en velocidad y en tiempo  No
Delta Pendiente Cambios en velocidad No
Epsilon Razon de cambio Aceleracion No
Omega No Cambio en posicion No

El analisis de la recoleccion de imagenes-concepto y definiciones-concepto de la

derivada se basa en los hallazgos de la Tabla 2 y se describe a continuacion.

Célculo — Derivada

De las seis entrevistas analizadas, se encontr6 que las parejas Gamma, Epsilon u Omega

respondieron correctamente, mencionando a la velocidad de cambio, la velocidad o

derivada mas negativa, respectivamente. También se observdé que estas tres parejas

mostraron mas elaboracion e interacciones en sus respuestas que las otras tres parejas.

Las interacciones de las respuestas se relacionaron o dirigieron hacia las imagenes-

concepto de los estudiantes. Solamente la pareja gamma hablé de la definicion-concepto

de derivada como cambios en la funcion, mientras que el resto de las parejas no

menciond ninguna definiciébn-concepto.
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Cinematica — Derivada

De las seis parejas, todas respondieron correctamente. Delta y Epsilon mostraron
elaboracion e interacciones en sus respuestas, mencionaron como definicién-concepto a
la pendiente y la raz6n de cambio, respectivamente. Debido a que el concepto matematico
subyacente en este problema fue la derivada, las definiciones-concepto de Delta y Epsilon
se consideraron asi por formar parte de la perspectiva de estudio. Las imagenes-
conceptos mas recurrentes fueron: velocidad positiva o negativa y cambio en velocidad.

También se revisaron las imagenes-concepto y las definiciones-concepto de la
integral (ver Tabla 3).

Tabla 3
Imagenes-concepto y definiciones-concepto de los estudiantes en dos problemas
isomorficos de integral

Concepto  Pareja Definicion-concepto  Imagen-concepto Conflicto
cognitivo
Integral en Alfa No Cambio en velocidad No
calculo
Beta Pendiente Velocidad media No
Gamma No Pendiente No
Delta Pendiente Integral Si
Epsilon Pendiente Integral Si
Omega No Cambio de posicion No
Integral en Alfa Aceleracion media Cambio de velocidad No
cinematic
a
Beta Cambio de posicibn  Pendiente Si
Gamma  Velocidad Razén de cambio No
Delta No Velocidad No
Epsilon  No Pendiente No
Omega No Velocidad No

El andlisis de la recoleccion de imagenes-concepto y definiciones-concepto de la
integral se basa en los hallazgos de la Tabla 3 y se describe a continuacion.
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Calculo — Integral

De las seis parejas solamente las parejas Delta y Epsilon respondieron correctamente.
Las iméagenes-concepto mas recurrentes fueron: cambio de funcion de posicion o
velocidad, pendiente e integral. Las parejas Beta, Delta y Epsilon mencionaron a la
pendiente como definicion-concepto y Delta y Epsilon hablaron de la integral como
imagen-concepto, lo cual no se observo en beta, que hablé de velocidad media como
imagen-concepto. Dos parejas, Delta y Epsilon evidenciaron contar con un conflicto
cognitivo, ya que mencionaron a la pendiente y a la integral como parte de la misma
alineacion conceptual.

Cinematica — Integral

De las seis parejas, ninguna respondié correctamente. Alfa, beta y gamma mastraron
mayor interaccion en sus respuestas. Las imagenes-concepto recurrentes fueron:
pendiente y velocidad. En tanto, las definiciones-concepto recurrentes observadas fueron:
velocidad y aceleracién media.

Conclusiones

En el problema de la derivada en calculo puede observarse que los estudiantes responden
con las palabras cambios y velocidad de una funcion (ver Tabla 2). En tanto, en el
problema de derivada en cinemética se encuentran mas términos relacionados con el
concepto, a saber velocidad y razén de cambio. Se observd que algunas parejas
evidenciaron conocer algunas perspectivas de la derivada al resolver el problema de
cinematica, lo que sugiere que estos estudiantes tienden a conectar adecuadamente
estos términos en la interpretaciébn de graficas de cinemética, no asi en gréaficas de

célculo.

El problema de integral en calculo muestra que los estudiantes expresan el
concepto de pendiente al enfrentar problemas de integral (ver Tabla 3). Por otra parte, se
observé que algunas parejas entran en conflicto cognitivo, ya que alinean los conceptos
de razon de cambio e integral. En tanto, en el problema de integral en cinemética se
muestra que ninguna de las seis parejas respondié correctamente y que ninguna
manifestd contar de manera consistente con imagenes-concepto de &rea e integral,
relacionadas con el problema. La falta de relacién de estas imagenes-concepto habla de
una carencia de conexion conceptual tanto en el contexto de aprendizaje como en un
contexto de aplicacion.
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Con este trabajo se comprueba el postulado de Tall y Vinner (1981) que advierte
sobre el manejo conceptual mas inclinado hacia el uso de imagenes-concepto como una
evidencia de dominio conceptual. Si bien los primeros tres problemas permitieron
recolectar respuestas correctas, se encontraron elementos de interés en las estructuras
cognitivas de las parejas, debido a que su razonamiento fue elaborado, con conceptos
matematicos y fisicos que no fueron conectados adecuadamente. Las similitudes entre los
problemas de derivada de ambos contextos son que los estudiantes cuentan con la
imagen-concepto de pendiente y razon de cambio, donde en célculo responden con
conceptos de cineméatica de manera indistinta, mientras que en cinematica responden en
linea con términos fisicos.

El estudio de la integral, en los contextos de célculo y cinematica, muestra que los
estudiantes evidencian imagenes-concepto predominantes de la pendiente y la razén de
cambio en problemas que requieren el manejo conceptual de integral. Si bien los
participantes demostraron tener en mente elementos de conceptos matematicos que
podrian orientarlos para resolver los problemas de cinematica su formacion conceptual no
empled el concepto de &rea bajo la curva con el problema o de integral que se les
presentd. La revision de las estructuras cognitivas de los estudiantes permitié encontrar
que los estudiantes pueden llegar a elaborar argumentos matematicos con cierta

complejidad més no se acercan a la conexién de integral en problemas con grafica.
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