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RESUMEN

Este documento muestra resultados parciales de una investigacion centrada
en desarrollar habilidades cognitivas relacionadas al proceso de
generalizacién de sucesiones con representacion figural en 30 estudiantes
de primer semestre de bachillerato de una comunidad rural en el estado de
Zacatecas, México. Partiendo del constructo Pensamiento algebraico, se
presentan resultados de un Experimento de ensefianza cuyo proposito fue
promover el uso de la estrategia de visualizacién en la tarea de inducir y
generalizar patrones como tarea y caracteristica esencial Pensamiento
algebraico. Los resultados muestran la eficacia de la visualizacion en la
habilidad de inducir relaciones generales a partir del anélisis de términos
particulares observados en la tarea.

Palabras clave: Ensefianza de las matematicas; Algebra; Estrategias
de ensefanza; Educacion media.
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INTRODUCCION

La investigacion presentada forma parte de los resultados de un estudio doctoral situado
desde la perspectiva de intervencion en Didactica del algebra y sustentado en el método Experimento
de Ensefianza.

El estudio pretendio atender a dos aspectos relacionados a una problematica general que se
caracteriza como la dificultad en el logro de aprendizajes algebraicos en alumnos del nivel de
bachillerato. EI primero de ellos relacionado con la necesidad de desarrollar habilidades de
Pensamiento algebraico que permitan al alumno comprender y generalizar situaciones de relacion y
variabilidad. El segundo radicé en abonar al conjunto de investigaciones que intentan comprender los
procesos didacticos relacionados con el desarrollo del Pensamiento algebraico en el contexto escolar
a partir de los procesos de generalizacion.

DESARROLLO

Con base en el documento Plan y Programas de Estudio para la educaciéon basica en México,
uno de los mayores desafios en nuestro pais se particulariza en los aprendizajes matematicos, con
mayor detalle se sefialan la dificultad en el aprendizaje y comprension del algebra escolar (SEP, 2002).
Por ejemplo, los resultados obtenidos en la prueba Excale (Examen de la Calidad y Logro Educativo)
que realiza el Instituto Nacional de Evaluacion Educativa (INEE) establecen que aproximadamente
80% de los alumnos mexicanos, proximos a finalizar su educacion secundaria, no logran resolver los
problemas algebraicos ahi planteados (INEE, 2006).

Si bien las disposiciones de formacion matematica escolar en México establecen como
objetivo curricular (Sentido numérico y pensamiento algebraico) que los estudiantes desarrollen la
habilidad de generalizar y transitar entre las distintas formas de representacion, la evidencia en las
evaluaciones han mostrado sistematicamente dificultades en la ensefianza y aprendizaje del algebra
y en particular la capacidad de comprender y modelar situaciones en donde estan implicadas nociones
de variabilidad.

Mason (1996) sefiala como una de las causas que originan esta problematica en la ensefianza
la ruptura entre el estudio de la aritmética, situado en los niveles de educacién elemental, al trabajo
con el algebra reservado para la educacion secundaria.

Una forma de distinguir entre los procesos epistémicos entre la aritmética y el algebra radica
en que el Pensamiento algebraico implica la comprension de procesos de relacion y variabilidad,
mientras que en el pensamiento aritmético se asume como la obtencion de un producto numérico
generado a partir de valores de entrada ubicados al lado izquierdo de una expresion (Warren, 2004).

En este sentido, Kieran (1992) sefiala como deficiencia didactica en algebra escolar la
insuficiente formacién en habilidades de pensamiento matematico de tipo relacional y funcional que
permita al estudiante un aprendizaje significativo respecto de nociones de variabilidad y su
generalizacion.
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Si bien Lesley y Freimman (2004) y Papic (2007) sefialan la exploracion y generalizacion de
patrones como una propuesta esencial en el trabajo matematico y un potente medio para el desarrollo
del pensamiento algebraico en el medio escolar; estudios como los de Becker y Rivera (2005);
Cafiadas, Castro y Castro (2008) dan cuenta de las dificultades que presentan los estudiantes al
momento de inducir la regla general de patrones en el contexto de tareas de sucesiones figurales: la
preponderancia de estrategias aritméticas en detrimento de las de tipo visual, la dificultad de inducir y
expresar las relaciones generales en la sucesion. En términos generales datos estadisticos
presentados en estos estudios citados afirman que en promedio 15% de los estudiantes de nivel medio
(14-16 afios de edad) logran establecer de forma correcta las relaciones en la estructura subyacente
ala sucesion y, por tanto, pudieron expresar una regla general (generalizacién lejana) a la estructura.

Considerando la importancia que supone esta propuesta en el contexto de la formacion
matematica escolar y las dificultades que supone obtener la regla general, se propuso dar respuesta
a las siguientes preguntas de investigacion:

Preguntas de investigacion

1.- ¢ Qué estrategias utilizan los alumnos de primer semestre de bachillerato para obtener la
regla general en tareas de sucesiones lineales con representacion figural?

2.-  Qué papel desempefia la visualizacion como estrategia inductiva de la regla general?

Objetivos

1.- Identificar las estrategias empleadas por los alumnos en la induccién de patrones de
sucesiones lineales con elementos figurativos.

2.- Implementar un experimento de ensefianza centrado en el desarrollo del Pensamiento
algebraico a partir de tareas de la generalizacidn de patrones en el contexto de sucesiones lineales
con elementos figurativos mediante la estrategia de visualizacion.

Marco tedrico

Pensamiento algebraico

En su trabajo doctoral Lins (1992) sefial6 que el Pensamiento algebraico es visto como una
habilidad para transitar del analisis del contexto a la estructura. Para Mason, Stephens y Watson
(2009) esta habilidad es apreciable cuando el estudiante “identifica propiedades generales que son
instanciadas en situaciones particulares como relaciones entre los elementos” (p. 10); agregando que,
la identificacion de relaciones generales permiten establecer una “estructura” o patrén que instancia
dicha propiedad.

Por su parte Walkowiak (2014) afirma que el Pensamiento algebraico es un elemento
fundamental del pensamiento matematico que posibilita en el alumno la capacidad de establecer
reglas generales de relaciones matematicas observadas en los nimeros, los objetos y las formas
geomeétricas.

Habilidades cognitivas asociadas al Pensamiento algebraico
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En el Pensamiento algebraico estd implicada la tarea de construir relaciones funcionales
(Butto y Rojano, 2010). Esta afirmacion permite identificar dos componentes implicados en este
constructo: la habilidad de establecer relaciones entre elementos en un contexto cuantitativo y la
posibilidad de generar modelos que expliquen dichas relaciones.

Como primer componente, el aspecto relacional refiere a “examinar alternativamente dos o
mas conceptos o ideas matematicas para apreciar (recordar o detectar) relaciones que puede existir
entre ellos, y analizar o usar estas relaciones con la intencion de resolver un problema...” (Molina,
Castro y Ambrose, 2006, p. 35)

En el contexto del trabajo con sucesiones, la induccion de relaciones entre los elementos que
componen la figura en una sucesion tiene por objetivo la solucion de una tarea: construir el término
general.

El segundo componente del pensamiento algebraico esta dado a partir del establecimiento de
modelos que generalicen dichas relaciones inducidas. Blanton y Kaput (2011) caracterizan el
pensamiento funcional como “la generalizacion de relaciones entre cantidades de covarianza,
expresando tales relaciones en forma de simbolos, tablas, gréficas o palabras...para analizar el
comportamiento de la funcion” (p.47).

La expresion de la regla general de la sucesion es el enunciado (verbal o simbélico) que
expresa la estructura de los términos de un conjunto ordenado (Rico, Castro y Romero, 2000). En esta
idea, la estructura es el resultado de la induccion de un patron (Mulligan y Mitchelmore, 2009).

Estrategias de generalizacion

Desde la Educacion Matematica, las estrategias se definen como las formas de actuacién o
ejecucién de tareas. Las estrategias operan dentro de una estructura conceptual y suponen cualquier
tipo de procedimiento que pueda efectuar, teniendo en cuenta las relaciones y los conceptos
implicados.

A partir de una sintesis de estudios que abordan los modos de actuacion de los sujetos ante
la tarea de generalizacion, Gumer, Ersoy & Témiz (2013) consideran las siguientes estrategias
llevadas a cabo en dicha actividad, algunas de ellas se presentan en la Tabla 1.

La diversidad de estrategias de generalizacion es el resultado de razonamientos llevados a
cabo por los estudiantes. Como propdsito de ensefianza, resulta necesario que los estudiantes
comprendan el potencial y limitaciones de cada uno de estos modos de actuacion. Investigadores
como Arcavi (2003) y Barbosa y Vale (2015) han reiterado la importancia de promover estrategias de
visualizacién como el modo de actuacion més eficaz en el desarrollo de las habilidades necesarias en
la induccion de patrones y su generalizacion.

Metodologia

El estudio adopt6 la metodologia de Experimento de ensefianza. Este método implica ciclos
continuos de generacion y pruebas de conjeturas sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje.
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Como objetivo se espera que “el alumnado construya conocimiento, que el investigador-docente
construya conocimiento sobre la construccion de conocimiento por parte de los alumnos, y que los
demas investigadores construyan conocimiento sobre ambos y sus interacciones” (Molina y otros,
2011, p. 79). Las conjeturas o hipdtesis que los investigadores construyen, parten de los resultados
en investigaciones previas los cuales guian las interacciones en aula, asi como el desarrollo del
modelo de ensefianza, promoviendo la elaboracion de nuevas conjeturas, de ahi su caracter ciclico.

En este Experimento de ensefianza se partié de una fase diagnéstica que permitié identificar
las estrategias utilizadas por 28 estudiantes de primer semestre de bachillerato de una comunidad
rural del estado de Zacatecas, cuyo criterio de seleccion fue la disponibilidad a participar en la
investigacion. Los resultados de esta fase sirvieron de insumo para proponer una trayectoria de
aprendizaje encaminada a fomentar el uso de estrategias visuales como heuristico en la induccion de
la regla general.

En este trabajo se reportan resultados de una de las tareas de diagnostico y la evidencia de
la cuarta sesion de intervencion, la cual refleja el mayor avance en los alumnos respecto de la habilidad
para inducir la regla general a partir de la estrategia visual.

Las técnicas de obtencién de la informacion consistieron en el anélisis de las hojas de trabajo
de los alumnos, la videograbacién de las sesiones de trabajo y el diario de campo. El proceso de
andlisis de los datos considero la categorizacion de las estrategias de generalizacion en el momento
del diagnéstico y la sesion de intervencion que se reporta.

En la tarea de diagnostico se construyeron las siguientes subcategorias respecto del tipo de
estrategia:

. Diferencia entre los términos (Df) consiste en encontrar el valor de la diferencia
numérica entre dos términos consecutivos;

. Conteo (Co) a partir de la estrategia precedente, el estudiante aplica una suma
mediante conteo para encontrar los valores pedidos;

o Grafica (Gr) en ella el estudiante establece una representacion de la figura para
obtener la sucesidn pedida a partir de la consideracion visual descrita en la categoria que precede;

o Multiplicativo con ajuste (MA) se centra en construir una funcidn a partir de partir del
valor de la diferencia constante entre dos términos, multiplicado este valor por el nimero del lugar del
término y ajustarlo finalmente al valor numérico del término.

Resultados

Evidencia de la sesion de diagnostico.

En la sesion de diagnéstico participaron 28 estudiantes. El tiempo de duracion de la sesion
fue de 40 minutos y tuvo como objetivo de investigacion identificar las estrategias de resolucién de
tareas de generalizacion de patrones. La tarea que se reporta consistié en dos filas de puntos (Figura

1).
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En esta actividad se pidi6 encontrar el valor de los términos as, a0, @100y an. Se aprecia en la
segunda columna de la Tabla 2 las frecuencias de respuesta correcta por término, de la tercera
columna a la quinta se presentan las estrategias identificadas en la resolucion de la tarea y la
frecuencia con que cada una fue utilizada para encontrar el valor de cada término. Las columnas sexta
y séptima exponen el modo de representacion de la regla general.

De los 28 estudiantes, 22 encontraron el valor del término as siendo el conteo (12) la estrategia
més recurrida seguida de la diferencia multiplicativa con ajuste (8); la estrategia gréfica fue la menos
utilizada (2) para encontrar el valor de as. Para el término a1o disminuy6 el nimero de casos para RC
(17), siendo la estrategia de diferencia multiplicativa con ajuste la que reportd el mayor numero de
frecuencias en la resolucion de la tarea (9) junto con el conteo (8).

Para el término asoo el nUmero de RC disminuyd a 12 casos siendo la estrategia diferencia
multiplicativa con ajuste la Unica estrategia para encontrar el valor del término. Finalmente, 10 de los
28 estudiantes lograron establecer la regla general, empleando en la totalidad de los casos la
estrategia de diferencia multiplicativa con ajuste. En todos los casos recurrieron a la representacion
simbolica para expresar la regla general.

De lo anterior se reconoce que la frecuencia de RC disminuye conforme incrementa el valor
del término en relacion a los observados. La estrategia de conteo fue utilizada soélo para encontrar los
términos asy a1o. La estrategia de Diferencia multiplicativa con ajuste resultd ser la de mayor uso para
establecer la regla general. Se reconoce también la preponderancia de la representacion simbdlica
entre los estudiantes como la forma de expresar la regla general.

Evidencia de intervencion didactica

En ésta participaron 30 estudiantes. La duracién de la clase fue de 50 minutos. El objetivo del
Experimento de ensefianza fue valorar el impacto de la manipulacién de objetos concretos como
estrategia visual de induccion de la regla general. La tarea presentada en esta clase fue una sucesion
con términos ocultos (figura 2), en donde los observados fueron los términos as y as. La actividad
consistié en encontrar el valor de a7, ato, @100y an.

Como trayectoria de aprendizaje se plante6 que la manipulacion de objetos concretos
permitiria al estudiante establecer relaciones generales de variabilidad entre los elementos
observados en la sucesién. En consecuencia, una vez inducido algun patrén el estudiante tendria la
posibilidad de expresar la regla general, fuera en forma simbélica o verbal. De este proceso el
estudiante daria cuenta, ya no de casos concretos (contexto) sino que seria capaz de describir la
estructura de cualquier figura, es decir, lo general.

Se organizaron seis equipos por criterio de afinidad. La estrategia consistié en analizar la
sucesién y replicar las figuras con el material concreto (palillos de madera), identificando las
estructuras y relaciones que se pudieran establecer entre ellas: tridngulos, lineas de base, etc.
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Se reporta el trabajo recogido en uno de los grupos en donde se presenta un proceso de
induccion de la regla general mediante la manipulacion de material concreto. El grupo de trabajo que
se reporta estuvo conformado por Genaro, Rocio, Esteban y José.

En este acercamiento Genaro logré inducir una primera relacion a partir de la estructura de la
figura. Basado en el conteo de lineas y triangulos formados expuso:

Genaro:“el numero de triangulos es el mismo numero que el de las lineas de
arriba y abajo”.

Una vez comprendida la relacion, el docente investigador sefialé al estudiante el error
cometido y que consistié en duplicar el nimero de lineas para formar un triangulo. Esteban comenta
que la tarea es encontrar el nimero de lineas que componen la figura. Dicha observacion fue
importante pues permitié al equipo establecer relaciones entre las lineas que conforman la figura sin
necesidad de organizar éstas en triangulos. Esta forma de visualizar la figura permiti6 identificar tres
elementos en juego: lineas de base, superiores e internas. Con base en este analisis Genaro continu¢:

Genaro: encontré que el nimero de lineas que estan en medio siempre es

una menos que el total de los que estan abajo y arriba como aqui (sefiala la
figura cinco) son: 1,2,34,5  (cuenta las lineas de base), 6,7,8,9 (sumando
las lineas Superiores)...y aca son 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10...digo uno mas.....y
aqui también (valida su induccion en la figura tres) 1,2,3,4,5 (suma las

lineas inferiores y superiores) 1,2,3,4,5,6 (cuenta los palillos de en
medio o zigzag).

La visualizacion permitié al estudiante inducir la regla general a partir de la relacién observada
entre los elementos: las lineas de en medio siempre es una mas que la suma de las lineas inferiores
y superiores; que el nimero de la figura siempre es igual a las lineas de base. Ademas, este modo de
actuacion que parti6 de casos particulares permiti6 extender estas relaciones observadas a la
generalidad de los términos en la sucesion.

Enseguida se reporta lo observado por el grupo en cuanto la habilidad de inducir la regla
mediante visualizacién. La Tabla 3 recoge las estrategias y sus frecuencias con las que el total de
estudiantes establecieron la regla general. De la segunda a quinta columna se muestran aquellos que
emplearon la visualizacién como recurso de induccion de la regla, la segunda y tercera son los casos
que lograron establecer la regla en forma correcta; la cuarta y quinta expone los casos en los que la
regla general resulté incompleta.
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La sexta columna da a conocer los estudiantes que hicieron una traduccion de la regla
aritmética a lo verbal. La séptima columna expone aquellos que no participaron en la tarea.

Del total de alumnos que resolvieron la tarea, 15 de ellos formularon de forma correcta la regla,
siete presentaron una verbalizacion incompleta de la expresion y dos se centraron en hacer una
traduccion de la regla aritmética a su representacion verbal. Seis estudiantes no respondieron la tarea
a pesar de habérseles entregado la hoja de trabajo.

De los 15 estudiantes que construyeron regla general, doce recurrieron a la fragmentacion de
la figura en lineas (base, de en medio y superiores) encontrado relacion entre el nimero de figura con
el numero de lineas de base; las lineas superiores en relacion de lineas de base menos uno; y las
lineas de en medio en relacion a dos veces el nimero de lineas en la base. Los tres casos restantes
establecieron una fragmentacion agrupada de la figura, consistente en identificar una estructura
triangular asociada con el nimero de figura y las lineas superiores en relacion a una menos que el
numero de figura.

En los siete casos de respuestas incompletas, se observd que cinco de éstas fragmentaron la
figura en relacion a la base y dos establecieron la relacion de numero de triangulos con la figura, pero
en cuyos casos no consideraron las lineas superiores como parte de la estructura y por consiguiente
su regla fue parcial.
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CONCLUSIONES

Retomando la preponderancia que significaron las estrategias aritméticas y recursivas como
modos de actuacion en la construccion de la regla general en la fase de diagndstico y que permitié dar
respuesta a la primera de las preguntas del estudio; lo observado en esta sesion permitio identificar la
eficacia de la manipulacién de objetos concretos como estrategia para inducir relaciones generales.
Sin embargo, se observo que la induccidn resultd ser un proceso complejo tanto en el momento de
articular y expresar el patrén. En los siete casos en donde se establecio una parcialidad de la regla,
se observo en ellos la necesidad de mayor familiaridad con este tipo de tareas que promuevan
establecer relaciones generales que atiendan la totalidad de la estructura.

Se consideran dos implicaciones didacticas de esta experiencia. La primera relacionada con
la importancia de promover en el aula, desde los niveles de educacidn basica, estrategias visuales
que fomenten en el estudiante la capacidad de inducir, validar y expresar relaciones generales mas
que abordar tareas de generalizacién que se limiten a construir una expresioén derivada de un
razonamiento aritmético (DfMA) en donde el foco estd en la obtenciéon de un valor numérico. La
segunda implicacion es la solvencia por parte del docente en el manejo de los distintos patrones que
puedan surgir en el proceso de induccion por parte de los alumnos. Este reconocimiento de la
diversidad de patrones le permitira al profesor identificar tipos de razonamiento llevado a cabo por los
alumnos y atender dificultades y fortalecer esta habilidad de inducir a partir del uso de la estrategia
visual.
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TABLAS Y FIGURAS
Tabla 1. Estrategias de generalizacion de patrones
Estrategias Propiedades
Conteo Incluye el calculo numérico de los términos a partir de la diferencia
constante entre cada uno de ellos.
Multiplicar En este caso los estudiantes a partir de la diferencia constante entre los
con las diferencias  términos, expresan el valor de cada término como la multiplicacion del término por
la diferencia.
Explicita La generalizacion de patrones a partir de una estrategia explicita involucra

la relacion entre dos variables a fin de determinar cualquier valor, esta estrategia
determina una funcién mediante el uso de expresiones que pueden ser usadas para
encontrar términos tanto cercanos como lejanos a los observados. Por lo tanto,
permite obtener n término y escribir una regla general

Tabla 2. Respuestas correctas, estrategias y representacion de la regla general.

Representaci
Estrategias on de an
Térmi Frecuen C G DfM S V
no ciade RC 0 r A i e
1
as 22 2 2 8
a1 17 8 0 9
ao 12 0 0 12
1
an 10 0 0 10 0 0

Nota: Co = conteo; Gr = gréfica; Df = diferencia; MA = multiplicativo con ajuste; Si = simbolico;
Ve = verbal
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Tabla 3. Estrategias de induccién en la cuarta sesién

San Luis Potosi 2017

Estrategia de visualizacion

Aritmétic
Visual a
A Fragm Incompleta
grupada  entada Agr Fragm
en en upada en entada en Traducci
T relacién a relacion a la relacionala relacion a la on de la regla
érmino lafigura  base figura base aritmética R
a
n 3 12 2 5 2

Figuras 1. Sucesion de puntos. Sesion diagndstico

Figura 2. Sucesion trabajada en la cuarta sesion
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