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Resumen:

En este documento se presentan avances de una investigacion que busca describir el proceso mediante
el cual, estudiantes de segundo grado de secundaria se apropian de la sintaxis correspondiente a la solucion
de sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas. Se parte de la idea de que la modelacion matematica
constituye una via de trabajo que permite dotar a los objetos algebraicos de significados ligados a objetos o
relaciones que se extraen del fendmeno que se esta modelando, por ello, en este documento, se describen
los significados y sentidos que se hacen presentes cuando los estudiantes enfrentan por primera vez una
tarea que involucra el manejo de dos cantidades interrelacionadas mediante condiciones provenientes de un

problema de modelacion matematica.
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Introduccién

Estudios llevados a cabo desde la década de los ochenta (como los de Kieran, 198; Filloy y Rojano,
1989; Gallardo 2002 y Filloy, Rojano y Solares, 2010 entre otros) ponen de manifiesto cortes didacticos en
el estudio del algebra escolar, por ejemplo, en los usos de las literales, del signo igual y en la solucion de
ecuaciones. De igual manera, se han aportado diversas estrategias para introducir el dlgebra y su sintaxis
que tratan de solventar las dificultades que cominmente presentan los estudiantes y otorgar sentido a la

manipulacion sintactica de los objetos algebraicos.

Tomando comoreferente tedricolosModelos Teoricos Locales (MTL) (Filloy1999), los resultados encontrados
por Filloy, Rojano y Solares (2010), en lo que tiene que ver con un segundo nivel de abstraccion de las
literales y la perspectiva de modelacion matematica propuesta por Blum y Leifs (2007), este documento
presenta resultados de la aplicacion de la primera tarea de una secuencia de ensenanza para sistemas de
ecuaciones lineales (SEL) que hace uso de la modelacion matematica como fuente de significados para las
ideas matematicas que los estudiantes usan en su desarrollo.

Se parte de la idea de que la modelacion matematica constituye una via de trabajo que permite dotar a los
objetos algebraicos de significados ligados a las ideas que se extraen del fenbmeno a modelar. Esto gracias
a su naturaleza de trabajar partiendo de referentes del mundo real, (Cirillo et al., 2016). Se propone que el
trabajo en modelacion matematica y el aprendizaje de la sintaxis algebraica pueden realizarse de manera

simultanea y en los primeros anos de secundaria.

De acuerdo con lo anterior se plantea como pregunta de investigacion: ;Cudl es el rol de la actividad de
modelacién matematica en la construccién de significados y produccion de sentidos para el aprendizaje de la

sintaxis algebraica de los SEL?

Dos diferentes niveles de representacion de la incognita

En los ochenta, Filloy y Rojano (1989) identificaron un corte diddctico al momento que los estudiantes
resuelvenecuacionesenlasquedebenmanipularlaincognita, esdecirenecuacionesdelaforma.Concluyeron
que, para este primer nivel de representacion de la incognita, era necesaria una reconceptualizacion de

ideas provenientes de la aritmética.

Posteriormente, Filloy, Rojano y Solares (2010) presentaron un estudio que tenia por objetivo observar el
proceso mediante el cual los estudiantes adquieren la sintaxis de la solucion de SEL ; en dicho estudio se
proponian problemas de palabras de dos tipos, primero los de tipo para los cuales el valor de una de las
incognitas puede obtenerse en una sola de las ecuaciones. El segundo tipo de problemas, , se caracteriza
por la presencia de ambas incognitas en las dos ecuaciones.

Los autores manifiestan que el hecho de que en los problemas de tipo se haga necesario la escritura de

una de las incognitas en funcion de la otra, implica un sequndo nivel de representacién que presume ademas
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un corte diddctico pues se requiere de la construccion de nuevas maneras de representar y operar con las

incognitas.

Los resultados del estudio ponen de manifiesto la necesidad de proporcionar contextos reales y cercanos
a los estudiantes, de manera que las relaciones encontradas entre las variables permitan la elaboracion
de expresiones algebraicas acordes al problema sin que se pierdan de vista los contextos de los que se
generan. Esto ademas permitira que se realice un proceso de modelacion matematica en el que el contexto
problema en cuestion sea un referente para dotar de sentido y significado a los elementos del planteamiento

y solucion de los sistemas.

Sistemas Matematicos de Signos

La nocion de Sistema Matematico de Signos (SMS) introducida por Filloy aparece por primera vez en
Kieran y Filloy (1985) como una herramienta de analisis de los textos que producen los estudiantes a medida
que se van haciendo competentes en matematicas. Filloy (1999) manifiesta que el aspecto matematico
de los SMS, no se debe al uso de signos cominmente atribuidos a las matematicas, por el contrario, lo
que se denomina matematico es al sistema en si, es decir al conjunto de signos, sus relaciones, formas de

manipulacion y significados.

Filloy (1999) pone de manifiesto que hay que hablar de SMS cuando existen convenciones socialmente
establecidas de asignar funciones signicas, aun cuando éstas sean establecidas en situaciones de ensenanza
de manera pasajera. También considera la necesidad de tomar en cuenta las producciones idiosincraticas

del estudiante, aun cuando surjan por correspondencias que no pertenecen al constructo social del aula.

La nocion de SMS constituye la principal herramienta de analisis para interpretar los procesos de produccion

de significado y de sentido que los estudiantes atraviesan durante una secuencia de ensenanza/aprendizaje.

Sobre la construcciéon de significados

Una concepcion amplia de los SMS debe permitir unificar en una misma nociéon de signo el significado
formal que les otorgan las matematicas, asi como el significado pragmatico que se construye en su uso.

Filloy (1999) considera cuatro tipos de fuentes de significado:
1. De transformaciones dentro de un SMS sin referencia a otro SMS.
2. De traducciones a través de SMS distintos.
3. De traducciones entre SMS y Sistemas de Signos Matematicos.

4. Con la consolidacion y rectificacion de procedimientos y conceptos de los SMS intermedios

creados en el desarrollo de secuencias de ensenanza/aprendizaje.

ARFA TEMATICA O6. EDUCACION EN CAMPOS DISCIPLINARES




XVconsreso

NACIONAL Acapulco, Guerrero 2019

Para objetos de este estudio se usan las fuentes de significado recién descritas para categorizar las acciones

de los estudiantes en el desarrollo de las tareas propuestas.

Sobre la produccion de Sentido.

Filloy (1999) comparte la distincion entre significado y sentido establecida por Talens y Company (1984)
quienes aseguran que todo lenguaje (entendido como una construccion social) tiene significado y de
alguna manera también lo es; sin embargo, el sentido depende de una produccion propia que requiere una
vinculacion de los textos presentados (no necesariamente escritos) con otros textos que el sujeto tenga

presente gracias a su experiencia.

Puig (2003) plantea que “un texto es el resultado de un trabajo de lectura-transformacion realizado sobre
un espacio textual, cuya intencidn no es extraer o desentranar un significado inherente al espacio textual

sino producir sentido. (p.182)"

Los sentidos de uso que el estudiante gesta durante el desarrollo del modelo de ensenanza, le permiten
trabajar en SMS mas abstractos con los que pueden decodificar un texto en términos de otro, si esta
decodificacion no es posible por medio del SMS que el estudiante se encuentra usando en ese momento es
porque ese SMS aun no es lo suficientemente abstracto y que los textos correspondientes son transversales
entre ellos. En ese aspecto, en este estudio se rastrean los momentos de produccion de sentido que los

estudiantes logran cuando se enfrentan a las tareas de modelacion matematica propuestas.

El modelo de ensenanza

Los MTL plantean cuatro componentes para enfocar el objeto de estudio, estas son el modelo de
competenciaformal, el modelo de ensenanza, el modelo de procesos cognitivos y elmodelo de comunicacion,
todos ellos estrechamente interrelacionados, en este estudio se plantea un modelo de ensenanza por

medio del uso de la modelacion matematica para el trabajo con SEL .

Para el diseno del modelo de ensenanza de este estudio se tomo como referente el planteamiento Blum y
Borromeo (2016, p.72) para la elaboracion de “buenas tareas” de modelizacion. Los autores plantean que
las tareas deben ser abiertas, suficientemente complejas, realistas o de ser posible auténticas, problemdticas,
accesibles y por tltimo deben requerir que el estudiante transite por todas las fases del ciclo de modelacion

matematica, este ciclo se describe en la siguiente seccion.

Sobre la modelacibn matematica

Para Blum y Borromeo (2016) la modelacion matematica implica la totalidad del proceso de resolver
problemas del mundo real por medio de las matematicas. El esquema propuesto por Blum y Leifs (2007)

presenta siete pasos que constituyen el ciclo ideal de modelacion (ver Figura ).
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llustracion 1: Esquema de modelacion, Blum vy Leifs (2007)

1 Understanding
Constructing

2 Simplifying
Structuring

3 Mathematising

4 Working

mathematically

the mathematics

Para resolver un problema de modelaciéon matematica el modelador debera primero entender el problema,
involucrando los aspectos que se presentan en la situacion e identificando un objetivo al que debe llegar,
posteriormente debera construir un modelo real, en el que reconoce una forma de estructurar las variables

qgue se encuentran en jUCgO.

El tercer paso (matematizacion) transforma el modelo real en un modelo matemdtico, aqui se busca y
reconoce una forma de representar matematicamente las relaciones y variables encontradas. En el cuarto
paso (trabajo matemdtico) el modelador realiza pasos propios de las matematicas que permiten transformar

los datos relacionados y encontrar nuevos datos denominados resultados matemdticos.

La interpretacion de los resultados matemdticos es el quinto paso, alli se transforman en resultados reales
que deberfan incluir una solucién al problema dado, no obstante, estos resultados reales deben ser validados
a la luz del problema original (paso 6), de esta manera el modelador puede percatarse de si la respuesta es
coherente con la naturaleza del problema o si es necesario repetir uno, algunos o todos los pasos previos.

El séptimo paso implica la presentacion de los resultados obtenidos.

Diseno de la experimentacion

El método que se usa para el levantamiento y analisis de datos de esta investigacion obedece a la
propuesta metodologica que presenta Filloy (1999). Asi, la llustraciones 2 esquematiza, las fases de diseno
de la experimentacion, la cual ya fue concluida con el levantamiento piloto de datos al aplicar la primera de

las actividades de la secuencia.
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llustracién 2: Diseno de la experimentacion
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Caracterizacion de la poblacion

El levantamiento de los datos se realizé en la Escuela secundaria técnica 36 Ingeniero Manuel Moreno
Torres. El equipo escogido para el estudio fue sugerido por la maestra titular, se contd con la participacion
de 20 estudiantes con edades entre los 13 y 14 anos los cuales no habian recibido previamente formacion
respecto de SEL ni de solucion de problemas de modelacion matematica. Se dispuso de una sala de cOmputo
y los estudiantes trabajaron en 9 computadores en equipos de 2 o 3 haciendo uso de una hoja de calculo

para apoyar su trabajo.

La sesion de trabajo tuvo una duracion de una hora con 40 minutos en este tiempo los estudiantes

realizaron la tarea propuesta y presentaron en sus hojas de trabajo los resultados a los que llegaron.
La tarea que se implementd con este grupo fue la siguiente:

Cacahuates y Nuez: El costo de un kilo de cacahuates al mayoreo es de $40 mientras que la nuez Wichita tiene
un valor de $120 el kilo, un empresario desea crear 25 kilos de una mezcla de estos dos productos que tenga un

costo aproximado de $60 por kilo jcuantos kilos de cada producto necesitara?

Para solucionar la tarea se propuso a los estudiantes hacer uso de una hoja de calculo de manera que
pudieran relacionar las posibles combinaciones enteras para conseguir 25 kilos de mezcla, de esta manera
podrian relacionarse con el manejo de dos incognitas y reconocer las formas en las que interactian en

relacion con el problema.
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Sobre la produccion de significados

La observacion del proceso llevado a cabo por un grupo de estudiantes para dar solucion al problema
revela produccion de significados matematicos de distinta naturaleza. A continuacion, se presentan cada
uno de estos significados describiendo el momento en el que surgeny sus implicaciones en las producciones

de los estudiantes.

Variacion y dependencia

Luego de la lectura inicial del problema y de que los estudiantes identificaran los datos que ellos
consideraron necesarios pararesolverlo (fases 1y 2 del ciclo de modelacion), surge una primera aproximacion

a la respuesta que se evidencia en el siguiente fragmento.
E2: Medio kilo y medio kilo
El: [silenciol Pero necesita $60

E2: [silenciol Entonces una tercera parte de nuez

Este intercambio de palabras refleja que los estudiantes anticipan como respuesta una reparticion equitativa
de cantidades, pero que se niega dada la dependencia de éstas a la que llamaremos primera condicion, es
decir a la indicacion de que el costo por kilo del producto sea de $60. Puede suponerse que la pausa que
realiza El fue ocupada en ratificar si al juntar medio kilo de cada producto se obtiene un valor total de $60

para la mezcla, esto calculando, aunque no de manera explicita, el resultado de 120(1/2)+40(1/2).

La respuesta dada por E2 también permite suponer que ha identificado la relacion de dependencia de los
valores respecto de la primera condicion, esto dado que la expresion 120(1/3)+40(1/2) si corresponde con
60.

Observando ademas la facilidad con la que E2 cambia su respuesta, podemos concluir que ha significado a
las cantidades como variables, asumiendo que pueden tomar distintos valores en funcion de que se cumpla
la primera condicion. Sin embargo, cabe aclarar que no se reconocen nociones de variable independiente
y dependiente, puesto que no se obtiene una a partir de la otra. Esto lleva a suponer que las nociones de

variacion y dependencia se estan significando desde las ideas de covariacion y de interdependencia.

Interseccion de funciones

Pasados algunos minutos de que los estudiantes anticiparan la respuesta al problema, surge un
tercer momento de produccion de significado, esta vez de la idea de interseccion de funciones, la cual es
fundamental para el entendimiento de los SEL en relacion con las funciones que los definen. El siguiente

fragmento ejemplifica esta idea.
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El: Lo que voy entendiendo, ;asi estaria dividido el kilo? [silenciol pero no es un kilo [silenciol eso no es un

kilo [susurral 5/6, nos falta un sexto, ;de donde vamos a sacar ese 1/67
E2: jde un poquito mas de Wichita?

El: No, pero entonces saldria mas dinero

La participacion de El revela una verificacion de la anterior respuesta (fase 6 del ciclo de modelacion) en
relacion con la que llamaremos sequnda condicién y que corresponde a la consecucion de una mezcla
de un kilo del producto (no 25 como plantea el problema, este asunto se abordara mas adelante). Se
puede afirmar que, para este punto, el estudiante ya reconoce la presencia de dos condiciones que deben

cumplirse de manera simultanea.

La respuesta de E2 a su companero ratifica nuevamente la idea de variacion de las cantidades, sin embargo,
la respuesta inmediata de El “no, pero saldria mas dinero” muestra que para ese momento €l reconoce que

las cantidades elegidas deben cumplir en simultaneo las dos condiciones del problema.

Los resultados recién mostrados dan cuenta de que, en efecto, la lectura e interpretacion del problema
permitid a los estudiantes el reconocer en principio dos condiciones para las cantidades, otorgando
de esta manera significado a las ideas de dependencia y variacion. Con esto en mente, ellos pudieron
realizar suposiciones en relacion con una de las condiciones, no obstante, el reconocimiento de la
segunda condicion en equivalente grado de importancia para el problema les permitié dar significado a la
interseccion de funciones y, de esta manera, se puede suponer que les permitira acercarlos a consolidar

una idea formal de SEL.

Sobre la produccion de sentidos

Sibien, es interesante observar los momentos de produccion de significado de los objetos matematicos
que los estudiantes usan en el problema, también vale la pena referirnos a las formas como los usan y las

estrategias que llevan a cabo para solucionar la tarea.

Coordinacion de variables

Particularmente la eleccion de cantidades en funcion de una de las condiciones del problema vy la
verificacion de éstas en relacion con la otra es un proceso al que se llamara en adelante coordinacion. Luego
de que El advirtiera que la reparticion que habia asumido en principio como respuesta no correspondia a la

unidad, decidio verificar (por ensayo y refinamiento) cada una de las siguientes aproximaciones.

Luego de unos momentos, una intervencion del docente les otorgo a los estudiantes una tabla construida

en la hoja de calculo que les permitia validar la primera condicion del problema cuando ellos colocaban
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los dos valores iniciales. El equipo no tuvo dificultades para el llenado de la tabla haciendo que los valores
iniciales verificaran la condicion de completar 25 kilos. De esta manera presentaron como respuesta al
problema la reparticion 16 kilos de cacahuate y 9 de nuez, con la que el costo del kilo de la mezcla es de
$59.2 por kilo.

El sentido dado a la coordinacion de los valores en relacion con las dos condiciones que el problema
impone es un asunto de vital importancia para avanzar a la consolidacion de un método sintactico para
la solucion de este tipo de problemas. Para esta tarea el método de ensayo y refinamiento fue suficiente,
aungue nNo otorgod una respuesta exacta, este asunto podria aprovecharse para generar la necesidad de

introducir el lenguaje algebraico y los métodos analiticos para la solucion de los sistemas.

Normalizacion del sistema

En la descripcion realizada previamente sobre la produccion de significado (interseccion de funciones)
se menciond que los estudiantes establecieron como segunda condicion del problema el que la suma de las
cantidades fuera I, en lugar de 25. Este hecho es sorprendente en esta investigacion pues se esperaba que

aun cuando no fuera de manera explicita, los estudiantes trabajaran con el sistema de ecuaciones:

{1) 120x + 40y = 1500}
2) x+y=25

No obstante, los datos muestran que los estudiantes estaban trabajando sobre un sistema isomorfo

. .z . . . x y
resultado de una normalizacion al aplicar las sustituciones ¥ =3 yv =5 y . que resulta en:

{1) 120u + 40v = 25}
2) u+v=1

Este proceso seguramente no es resultado de una aplicacion formal de algin método para simplificar
el sistema sino mas bien es obtenido luego de que la escritura del problema indicara que el costo debe
ser “por kilo". Sin embargo, es importante reconocer en este caso que una mencion tan pequena en la
escritura del problema puede brindar la oportunidad para ejemplificar un asunto mucho mas avanzado

como la sustitucion algebraica o la normalizacion del sistema.
El rol de los coeficientes
Enrelacion con el rol de los coeficientes, es importante rescatar el siguiente fragmento de conversacion:
El: El mas caro es el Wichita
E2: Aja
El: Asi que yo digo que hay que usar menos Wichita

E2: jy si ocupamos un kilo de cacahuate y una tercera parte del Wichita?
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El: No, porque el kilo de cacahuate ya seria un kilo
E2: y si ocupamos [silenciol es que dividir 40 entre 4 daria 10 [silenciol {$10!

El: 20 kilogramos de cacahuate y 5 de Wichita, para que gastemos mas

Aca, mientras E2 parece seguir interesado en encontrar (no de manera sistematica) una reparticion de la
unidad que funcione como solucién al problema. El muestra una reaccion al hecho de que el costo por kilo
de nuez es mayor. La afirmacion “yo digo que hay que usar menos Wichita” luego de reconocer que es la
de mayor precio, refleja que reconoce una relacion de tipo multiplicativo entre la cantidad del producto y el
precio final de la mezcla. Puede suponerse que al observar que el precio buscado esta mas cerca del menor

de los valores, asumio que debia usar mas del producto econdmico y menos del costoso.
Los demas grupos

Si bien, la observacion principal se realizd a una pareja de estudiantes, la cual tenia una camara fija
que filmaba todas sus producciones, durante el experimento también se lograron capturar algunas
intervenciones de los demas estudiantes cuando el docente se acercaba a preguntarles sobre el avance en

Su proceso, esto pues se dispuso de una segunda camara para tal fin.

Puede notarse que, al iniciar la tarea, los estudiantes generalmente optaron por hacer uso de conocimientos
previos o aproximaciones intuitivas. Esto se refleja en que la mayoria supuso que una reparticion de los
granos a partes iguales (mitad y mitad) podria ser la respuesta al problema, o que podia aplicarse una regla

de tres para hallar la solucion. La llustracion 3 evidencia este hecho.

llustracion 3: Regla de 3 planteada por el equipo 6y 7

Luego de que el docente indicara un procedimiento que hacia uso de la hoja de Excel para corroborar las
aproximaciones, los estudiantes podian verificar si los valores que asumian como respuestas cumplian la
condicion del costo. Es interesante observar cémo algunos equipos asumian valores iguales para las cantidades
involucradas en el problema (ver ilustracién 4). Este hecho podria reflejar la presencia de una tercera condicion

tomada por los estudiantes o. eventualmente, el no reconocimiento de una sequnda variable.
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llustracioén 4: tabla construida por el equipo 6
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A manera de resumen de lo observado en las producciones de los demds estudiantes se presenta la Tabla 1.

Tabla 1:Resumen de los hallazgos en las producciones de los demds equipos

SOBRE LOS SIGNIFICADOS SOBRE LOS SENTIDOS
° NOCION DE DEPENDENCIA Y VARIACION

° NOCION DE DEPENDENCIA Y VARIACION ° INCLUSION DE LA FUNCION IDENTIDAD COMO CONDICION DEL PROBLEMA

° ENSAYO Y REFINAMIENTO

Discusion
Los resultados de este estudio piloto muestran una gran potencialidad del modelo de ensenanza para
el trabajo con SEL. Sin embargo, la estrategia de ensayo y refinamiento aplicada por los estudiantes hace

suponer que no se hace necesario la introduccion del SMS propio de los métodos sintacticos para la
solucion de los problemas.

Se hace necesario entonces, evaluar el modelo de ensenanza para considerar en qué momento conviene
otorgar a los estudiantes las herramientas sintacticas propias para el planteamiento y solucion de los SEL.
Esto con el objetivo de observar como evolucionan o cambian, luego de la instruccion, los significados y

sentidos que los problemas propician.

Se espera que las siguientes tareas favorezcan ademas la aparicion de nuevos significados y sentidos en
los estudiantes, esto al ampliar el SMS que los estudiantes usan mediante el trabajo con representaciones
graficas y analiticas. Sera interesante observar ademas como el cambio entre representaciones y los
problemas de modelacion matematica se complementan para brindar a los estudiantes herramientas y

estrategias de solucion para los problemas.
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De la observacion de los datos del piloto ya se ha obtenido una primera version de respuesta a la
pregunta de investigacion. Sin embargo, ésta sera robustecida en las fases posteriores del estudio, con
la implementacion de la secuencia en su totalidad y con la intervencion del docente para la introduccion
de las estrategias de manipulacion sintactica de los SEL. Esto en correspondencia con el trabajo de Filloy,
Rojano y Solares (2010) para hacer frente al corte didactico que el trabajo con este topico del algebra

supone.

Como se observa, aun existe un terreno amplio en el que se puede dar continuidad a este estudio. De
los resultados obtenidos del piloto, se puede afirmar que la eleccion tedrica y metodoldgica, asi como la
estrategia usada para el analisis, parecen ser convenientes para el alcance de los objetivos de la investigacion

planteada.
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