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Areatematica 06. Educacion en campos disciplinares.

Linea tematica: Formacion inicial y permanente de profesores en los distintos campos del saber disciplinar.

Tipo de ponencia: Reporte parcial de investigacion.

Resumen

Esta ponencia describe los resultados obtenidos en la aplicacion de dos tareas geométricas a dos profesores
enservicioy tres futuros profesores; el contexto de resolucion de las tareas fue mediante sesiones colectivas.
La actividad se deriva de una propuesta de formacion a docentes de escuelas multigrado en la ensenanza
de la geometria, especificamente sobre contenidos asociados al triangulo. Dicha propuesta esta construida
bajo la perspectiva tedrica del Espacio de Trabajo Geométrico (ETG). En esta teoria, la activacion de las tres
génesis figural, instrumental y discursiva son fundamentales para favorecer el razonamiento geométrico
(Houdement y Kuzniak, 2006). En el analisis de las tareas geométricas de este estudio, se toma como centro
la génesis discursiva, en particular el componente prueba. Los hallazgos muestran los tipos de prueba que los
profesores utilizaron para justificar los resultados de las tareas geométricas y la manera en que la tipologia
inicial evoluciona a partir de la discusion en colectivo al validar los resultados del primer problema. Lo anterior,
con la finalidad de reconocer la importancia que el componente prueba y demas elementos que conforman el

ETG, tienen en el diseno de situaciones didacticas en los grupos multigrado.

Palabras clave: ETG, prueba, formacion de profesores, geometria.
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Introduccion

En la formacion de profesores para la ensenanza de la geometria, el diseno de dispositivos que permitan
desarrollar los conocimientos didacticos y disciplinares de los docentes, contribuye a la adquisicion de herramientas
para la gestion didactica. El presente estudio forma parte de una propuesta de formacion para profesores en servicio

y en formacion inicial, que laboran en escuelas multigrado, especificamente en la ensenanza del triangulo.

La hipotesis central en la perspectiva tedrica del Espacio de Trabajo Geométrico, senala que mediante la
activacion de las distintas génesis (figural, instrumental y discursiva) se favorece el aprendizaje de la geometria,
pues el razonamiento geométrico comprende la activacion de los componentes que lo conforman (visualizacion,
construccion, prueba, espacio real y local, artefactos y referencial) (Houdement y Kuzniak, 2006). Introducir

estos elementos al aula, reside en el reconocimiento de la importancia que tienen.

Enlo que concierne al aula multigrado, dicha activacion puede considerarse como uno de los elementos que permite
disenar situaciones didacticas para que los ninos de distintos grados escolares logren el aprendizaje del contenido
geométrico y mediante la revision del componente referencial es posible solicitar diversos tipos de pruebas en
congruencia con el nivel cognitivo de cada uno de los estudiantes. En relacion a la prueba, componente central de
analisis en este estudio, a medida que el profesor comprenda todas las posibilidades que brinda para la gestion
didactica favoreciendo el razonamiento geomeétrico, sera la utilizacion del mismo en el aula multigrado. En este
sentido, se precisa que esta comprension se derive del trabajo en su Espacio de Trabajo personal, es decir, cuando el

profesor resuelve tareas geométricas y despliega los conocimientos matematicos que posee.

Con base en las ideas anteriores, es importante identificar, ¢cuales son los tipos de prueba que emplea el
profesor en su papel de gedmetra al resolver tareas geométricas?, y, ¢ de qué manera evolucionan las tipologias

iniciales después de la validacion de resultados?

Desarrollo

La perspectiva del Espacio de Trabajo Geométrico (ETG), considera la naturaleza del trabajo matematico
cuando el gedmetra (sujeto que puede ser un estudiante o profesor) se enfrenta a la resolucion de una tarea
en geometria. Parte del aprendizaje geomeétrico, lo conforman dos planos que no estan jerarquizados, pues
se articulan de manera dinamica. El plano de naturaleza epistemologica tiene una relacion estrecha con los
contenidos geométricos y el plano de naturaleza cognitiva concierne al pensamiento del sujeto que resuelve

tareas geomeétricas (Kuzniak, 2011).

Como parte de cada plano, se integran componentes que caracterizan la actividad geométrica (figura 1). El

plano epistemologico se constituye con los componentes: espacio real y local; artefactos; y un sistema teérico
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de referencia. Estos tres componentes se articulan con los del plano cognitivo: visualizacion, construccion y

prueba a través de las génesis del espacio de trabajo (figural, instrumental y discursiva).

Figural. Espacio de Trabajo Geométrico. Fuente: Kuzniak (2011)

S -

En la génesis discursiva el razonamiento esta ligado a un proceso de prueba, en esta génesis se argumenta
el proceso realizado y explicita un discurso que da sentido a las propiedades geométricas involucradas en la
tarea matematica. Esta génesis es importante porque, como lo afirma Duval (1995 citado en Henriquez, 2014),
la actividad cognitiva de la geometria precisa de una articulacion entre visualizacion y razonamiento discursivo.

El componente prueba descansa en las aportaciones sobre la tipologia de pruebas de Balacheff (1987, 2000).

De acuerdo con Balacheff (1987), en el razonamiento geométrico debe considerarse la interaccion social del
individuo porque el contexto posibilita la discusion y los argumentos de los sujetos. En este sentido, cobra
importancia para el profesor, tanto en su formacion como en el diseno de sus clases organizar la validacion,
ya que para argumentar y convencer es necesario desplegar un discurso explicativo que puede ser escrito o

apoyarse en la elaboracion de diagramas (Miller, 2007; citado en Kuzniak, Montoya y Vivier, 2016),

Uno de los medios principales para transformar una situacion de decision a una situacion de validacion tiene
que ver con someterla a debate para garantizar o desconocer su validez, a partir de la confrontacion de los
argumentos de los estudiantes se desarrolla un proceso de prueba y de acuerdo a Balacheff (citado en Pizarro,
2018), puede haber dos tipos de validaciones: la explicacion (discurso subjetivo con base en los conocimientos
y racionalidad de quien explica, principalmente centrado en un lenguaje natural); y la prueba (explicaciones
aceptadas en un momento determinado que pueden ser pragmaticas o intelectuales. La diferencia entre unas
y otras tiene que ver con la naturaleza de la justificacion, las pruebas pragmaticas estan ligadas a la acciony la
experiencia mientras que las intelectuales se articulan en torno de argumentos y cadenas de argumentos para

producir un lenguaje simbdlico. Enseguida se describen cada tipo de prueba de acuerdo a Henriquez (2014).
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Pruebas pragmaticas
+  Empirisme naif: cuando la persona valida después de verificar casos particulares.

+  Experimento crucial: toma en cuenta la problematica de la generalidad y la resuelve mediante un caso en

particular.

+  Ejemplogenérico:cuandosejustificalaafirmacion considerando un ejemplo concretocomorepresentante

de los que pertenecen a dicha afirmacion.

Pruebas intelectuales
+  Experiencia mental: cuando el razonamiento se independiza de la representacion particular.

+  Calculo sobre el enunciado: se identifica esta prueba entre la experiencia mental y la demostracion, no es
una prueba con las caracteristicas de una demostracion pero tampoco con las de una experiencia mental.

No tiene ejemplos ni dibujos, y utiliza el razonamiento con propiedades explicitas aunque no todas ciertas.

+ Demostracion: cuando la validacion se apoya en conocimientos institucionales, conjunto de definiciones,

teoremas, etc., y se funda en una logica formal.

Henriquez (2014) senala que entre el ejemplo genérico y la experiencia mental, opera el pasaje entre las pruebas
pragmaticas y las intelectuales. En cuanto a la articulacion y transicion entre pruebas pragmaticas (figura 2),
observamos que las pruebas pragmaticas empirisme naif (empirismo ingenuo) y experiencia crucial, se integran
basicamente en el paradigma Gl, porque la validacion de las afirmaciones corresponde a casos en particular o
bien una problematica general se valida con un caso especifico. Cuando hablamos de pruebas de tipo intelectual
(experiencia mental y demostracion), las justificaciones se liberan de situaciones particulares y se apoyan en los
conocimientos institucionales, para ello se requiere una compleja construccion cognitiva y linglistica porque
este tipo de prueba otorga la validez socialmente aceptada y fundada en una logica formal, para transitar de

un tipo de prueba a otra, Balacheff (citado en Montoya 2014).
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Figura 2. Tipologia de pruebas y paradigmas geométricos. Fuente: Montoya (2014, pag. 234)

Razonamiento I

G Il y GIII

I 1) Directo (hipotético deductivo) |

I 2) Indirecto (contra postivo)

I 3) Absurdo |

Por estarazon resultaimportante que al resolver un problema se tomen en cuenta los criterios aceptados como
prueba en una comunidad escolar (Henriquez, 2014), en el caso de esta actividad realizada con los profesores,

se acepta el criterio que se describe posteriormente.

Metodologia

Estainvestigacion es de corte cualitativo, la actividad aplicada teniala finalidad de favorecer el razonamiento
geomeétrico del profesor haciendo énfasis en los tipos de prueba que pueden aparecer al dar respuesta a los
problemas y forma parte de una situacion didactica de referencia utilizada en la propuesta de formacion, en el
marco de la experimentacion de una Ingenieria Didactica (Artigue, 1995). El criterio a deducir es que la suma
de las longitudes de cualesquiera dos lados de un triangulo es siempre mayor que la longitud del tercer lado y
como complemento para que pueda construirse un triangulo, cualquier lado es mayor que la diferencia de las

longitudes de los otros dos y menor que su suma.

Los instrumentos utilizados para recuperar informacion fueron registros de observacion y productos de
los profesores al resolver la tarea geomeétrica. Las categorias de analisis derivan del criterio de la tarea y la
tipologia de prueba de Balacheff (1987, 2000) expuesta en parrafos anteriores. La actividad se organizo en tres

momentos, en el primero se les pidio resolver y justificar las respuestas del problema (figura 3).

AREA TEMATICA O6. EDUCACION EN CAMPOS DISCIPLINARES



3 : Congreso Naclenal de Puebla 2021/ Modalidad virtual

SN Investigacion Educativa
CNIE-2021

Figura 3. Primer problema. Fuente: (Documento N° 3 Diseno Curricular, 2001)

Pablo tiene la posibilidad de construir una piscina triangular en el patio de su casa. Tiene
disponible una de las esquinas del mismo. Para aprovechar el espacio calcula que puede
hacerla con estas medidas 2m, 3my 7m, pero también piensa que seria buena idea hacerla
con estas otras medidas 3m, 4m y 9m. Hagamos el dibujo con los dos juegos de medidas

disponibles y justifiquemos por escrito cudles serian mds adecuadas ™.

El segundo momento, consistidé en una validacion de resultados de manera grupal, los profesores argumentaron
sus procedimientos mediados por cuestionamientos realizados por la investigadora; posterior al momento de
discusion, en el tercer momento, resolvieron la segunda tarea mediante un problema que implicaba identificar
combinaciones posibles y no posibles de construccion de triangulos (figura 4). Con ello se pretendia que

concluyeran con la enunciacion del criterio en que se centraban las tareas, a partir de la validacion grupal.

Figura 4. Segundo problema. Fuente: (SEP, 2006)

Si se tienen estos popotes con estas medidas, ;con cudles combinaciones serd posible trazar
un tridngulo?

 ———————————— —_——
—ms— [E—— [R—— P
2em 3 4cm Sem

—— m
[ ——— B
6em 8em

Para diferenciar los productos y dialogos de los participantes se denomina a la investigadora como |, a los

profesores en servicio como PS1y PS2,y los futuros profesores FP1, FP 2y FP3.

Resultados
Con base en las ideas antes expuestas, se caracterizan las pruebas de algunos profesores al resolver ambos

problemas, asi como el transito entre los diferentes tipos. En los resultados del problema 1, apreciamos la

justificacion de FP3 (figura 5).
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Figura 5. Justificacion de FP3 del problema La piscina de Pablo
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FP3 utiliza los artefactos (la regla) y evoca una propiedad conocida (la suma de los angulos internos de un

triangulo) que asocia erroneamente con los lados de los triangulos, de esta manera combina esta propiedad

con la que concierne a la relacion entre la medida de los lados de un triangulo al escribir: por qué la suma de

sus lados debe ser de 180 pero dos lados sumados tiene que ser mayor que la base. Esta prueba es de tipo

experiencia crucial por la experimentacion con los artefactos materiales. Mediante la experimentacion, buscala

validacion mediante la construccion por medio de artefactos e instrumentos, considerando relacionarlas con los

teoremas y propiedades como elementos de validacion. Las justificaciones se orientan hacia una proposicion

que se quiere justificar y estan centrados en el valor l6gico de la proposicion y no en su contenido, puesto que un

razonamiento ligado al lenguaje no debe ser meramente perceptivo sino validado o refutado por la experiencia,

o en este caso, por medio de la construccion. En la figura 6 se observa la manera en que PS1 utiliza la medicion

como recurso para verificar la construccion del triangulo.

Figura 6. Justificacion de PS1 del problema La piscina de Pablo
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Con el uso de la regla hace de la medicion una experimentacion basada en el ensayo y error, una vez que ha
comprobado laimposibilidad de la construccion con las medidas dadas decide proponer otras que permitan dar
unarespuesta al problema. La justificacion se basa en la medicion de los lados o angulos, lo que permite afirmar
que es una prueba pragmatica del tipo empirismo ingenuo propia del paradigma Gl, al verificar la afirmacion
a partir de la medicion que realiza en los triangulos y ademas la lectura de los datos y el objeto geométrico
siempre se desarrollan con el dibujo, es decir, la visualizacion juega un importante rol. En un sentido diferente se
encuentra el caso de FP2 quien menciona parcialmente la condicion para la construccion de triangulos dados

sus tres lados, ella sostiene:
Justificacion de FP2. La piscina de Pablo

+ Ninguno de los dos juegos de medidas permite la construccion de la piscina, ya que al utilizar como lado
base la medida mayor, las medidas de los otros dos lados en suma deben ser mayor a esta medida para
que el triangulo pueda formarse, y en esta situacion no sucede asi, ya que en el caso de las primeras
medidas, tomando como lado base el de 7m, y sumando los otros dos lados 2m mas 3m, suman 5my este
es menor al lado mayor y en el caso de las segundas medidas al ser la medida mayor el de 9m, la suma de

los lados 4my 3m es menor.

Lo relevante es que FP2 no utilizd instrumentos, aunque movilizd el componente construccion a través de
artefactos simbolicos (la condicion de construccion) con lenguaje formal. La justificacion de FP2 es una prueba
de tipo calculo sobre el enunciado, puesto que su afirmacion es totalmente independiente de la experiencia
(que en este caso seria la construccion). Las pruebas de este tipo no incluyen ejemplos ni dibujos y utilizan
el razonamiento con propiedades explicitas, no obstante que no todas sean ciertas, como en este caso que
se enuncia la condicion al mencionar que un lado debe ser mayor a la suma de los otros dos, es importante
mencionar que para la existencia de los tridngulos, hay que senalar que la medida de ese lado, debe también ser

menor a la diferencia que exista entre los otros dos.

Las pruebas analizadas hasta aqui, son producto del trabajo individual de los profesores, un segundo momento
consistid en una discusion grupal. Uno de los hallazgos mas relevantes se puede observar en el siguiente

fragmento, en el que FP2 expone sus argumentos.
I: ¢Se pudo construir la piscina?
PS1:No
I: ¢ Por qué?, ininguna se pudo?, ;alguien quiere compartir su respuesta?

FP2:iYol..Ninguno de los dos juegos de medidas permite la construccion de la piscina, ya que al utilizar como base la
medida mayor, las medidas de los otros dos lados en suma deben de ser mayor a esta medida para que el triangulo

pueda formarse, y en esta situacion no sucede asi, ya que en el caso de las primeras medidas tomando como base
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el de 7m, y sumando los otros dos lados 2m mas 3m, suman 5m y este es menor al lado mayor y en el caso de las

segundas medidas al ser la medida mayor el de 9m, la suma de los lados 4my 3m es menor.

En el discurso de FP2 aparece la condicion para la construccion de triangulos dados sus tres lados, por un lado
puede suponerse que a partir de la situacion propuesta lo haya descubierto, o bien, que la explicitacion de este
saber tiene relacion con aquello que ha adquirido durante su formacion. Luego de esa respuesta, se aprecia en

el siguiente fragmento, la reflexion de PS1.

PS1: Yo le puse que con estas medidas no se logran construir los triangulos, y es que, en uno de ellos una de
las medidas es muy superior, sobresale mucho de las otras medidas, y las otras medidas son casiiguales, entre
esas medidas es muy poca la diferencia, entonces practicamente estan casi del mismo tamano, por lo que la
otramedida abre mucho, pero los otros dos lados son pequenos, pues no se puede porque ese angulo quedaria
muy abierto. (Mientras lee su justificacion, con las manos simula los angulos que se formarian). Entonces seria

algo parecido a lo que dice la maestra (FP2).

Puede advertirse que aunque PS1 no enuncia completamente la condicion de construccion, hace énfasis en
las medidas de los lados y se apoya en otro contenido matematico (los angulos). Pero sobre todo, recurre a lo
expuestopor FP2 paraampliarsujustificacion.Enelsiguiente fragmento, se aprecialafinalidad de complementar

la condicion antes expuesta.

I: Entonces, si no se pudo construir con esas medidas, ¢ cual es la mejor opcion que le darian a Pablo para hacer la

construccion?

PS1: Como dice, hagamos el dibujo con los dos juegos de medidas disponibles y justifiquemos por escrito
cuales serian las mas adecuadas, entonces yo puse que ninguna es adecuada por lo que sugiero que sea un
triangulo rectangulo porque dice que lo quiere en el patio trasero pero no dice de qué forma esta el patio o qué
medidas tiene, en caso de que el espacio disponible tenga una esquina de 90°, puede aprovechar la esquina

que tenga mayor abertura.

PS2: A mi ninguno me salid, el primero uno de sus lados es 2my 3m, pero 3 no es la mitad de 7, por eso no se

puede, y como dijiste que ibamos a darle una mejor opcion, propuse otras medidas. Que fueron 6,4y 7.
PS1: Yo también usé otras medidas, porque no pude con esas que se mencionaban.
I: ¢ Qué consideraron para anotar esas medidas que proponen?

PS1: Que fuera una piscina triangular.

Ante la imposibilidad de la construccion, los argumentos de los profesores aluden a los tipos de triangulos,

suponen que cada tipo de triangulo se construye de forma distinta, pero sus explicaciones siguen utilizando un
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lenguaje natural con pequenos esbozos de lo que vieron anteriormente sobre la clasificacion de los tridangulos

de acuerdo asusladosy angulos. El recorte de registro siguiente describe la continuacion de la discusion grupal.

I: ¢ Tendraalgo qué ver lalongitud de los lados?, ;. como influyen?, ; qué tendriamos qué hacer con esas medidas

para que Pablo pudiera construir la piscina triangular?

PS2: Podemos aumentar las medidas de los lados, por ejemplo en este que es 2, 3y 7, podemos disminuir el 7

para que sea como de 2.3 para que se pueda.
PS1: O disminuirlas

I: ¢ Y qué hubiera pasado si yo no les hubiera dado las medidas especificas y solamente les hubiera pedido que

construyeran la piscina?, ;qué deben considerar para que sea posible construir la piscina triangular?
PS1: Las medidas porque no siempre podremos construir un triangulo.

FP3: Modificaria las medidas del mas grande, cambié 2,3y 3.5

Puede considerarse que, hasta el momento, lajustificacion de FP2, eslo mas cercano a una prueba tipo demostracion
yaquelavalidacion delaconstruccion esta esencialmente vinculada al referente, mas que alos artefactos o al espacio
localy real, ademas que su participacion orienta a que las reflexiones de los profesores se centren principalmente en
las medidasy larelacionentreellas. A partir de ello, se propone laresolucion del segundo problema (las combinaciones
de medidas), para que, con los argumentos expuestos hasta el momento puedan percatarse de la relacion entre las
maghnitudes de los lados propuestos y la posibilidad de que puedan formar un triangulo.

En el segundo problema la mayoria de los profesores emplean los razonamientos consensuados en la anterior
discusion grupal paralaverificacion de las combinaciones de medidas de lados que hacen posible la construccion
del triangulo. Solamente en una de las justificaciones (figura 7), permanecen la construccion del triangulo y la

condicion de construccion como fuente de validacion.

Figura 7. Justificacion de FP3 del problema Los popotes
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FP3 hace referencia al criterio sobre la medida de los lados, pero traza el triangulo empleando los instrumentos
como medio de verificacion. Estapruebaesdeltipo ejemplo genérico porquejustificalaafirmacion estableciendo
un ejemplo concreto como representante de todos los objetos que pertenecen a dicha afirmacion. Este tipo de
prueba contribuye a la evolucion entre pruebas pragmaticas e intelectuales. Las razones de validez se centran
en la transformacion de un objeto (en este caso lo construye) para que sea un representante caracteristico de
determinada clase. En los siguientes casos se utiliza el razonamiento construido en la discusion grupal como
fundamento de la prueba (figuras 8 y 9), la aceptacion de la relacion entre las longitudes de los lados como

criterio que posibilita la construccion del triangulo.

Figura 8. Justificacion de PS2 y FP1 del problema Los popotes
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En la figura 9 podemos apreciar una justificacion del mismo tipo que la antes descrita, con la diferencia que en

ésta se describe el proceso seguido.

Figura 9. Justificacion de FP2 del problema Los popotes
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Las justificaciones (figuras 8 y 9) pueden considerarse de tipo experiencia mental, la cual se inscribe en la

tipologiade pruebasintelectuales, el razonamiento delos profesores se desligade unrepresentante en particular
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(los tipos de triangulo o el area del terreno) para expresarse a partir de las acciones interiorizadas. Favorecer la
aparicion de este tipo de pruebas (intelectuales) en el proceso de formacion de los profesores constituye la
base para que posteriormente realicen demostraciones matematicas durante el momento de validacion de la

situacion didactica de referencia comprendida en la propuesta de formacion.

Conclusiones

Destaca en la solucion del primer problema (La piscina de Pablo), el uso de instrumentos geométricos, su
papel en las construcciones geométricas y el dibujo en la organizacion de los argumentos, la construccion como
medio de prueba se pone al centro. Se puede concluir que los tipos de prueba utilizados en el caso de los futuros
profesores enuncian propiedades para sus justificaciones mientras que los profesores en servicio y proponen entre
las soluciones la medicidon como recurso para la construccion de triangulos, probablemente porque en su formacion
es este el tipo de justificaciones que se utilizaban para validar o derivado de la experiencia que han tenido en el aula
con estos temas. En este sentido senala Balacheff (1987, citado en Montoya, 2014) que, “la concepcion de rigor
matematico es unimplicito que depende de la institucion escolar, y su apropiacion por parte de los alumnos requiere

de una construccion cognitiva especial, no espontanea, y que deberia ser ensenada” (pag. 233).

Se observa un transito entre las diferentes pruebas presentadas en los dos problemas por parte de algunos
profesores, principalmente de PS1 que evoluciona de ejemplo genérico a experiencia mental, y de FP3 que
transita de prueba experiencia crucial a ejemplo genérico, ambas apoyandose en las reflexiones expuestas
en la discusion grupal. EIl momento de validacion, permite favorecer el razonamiento geométrico y ampliar el

conocimiento matematico que los profesores poseen.

Losresultados también posibilitan observar que lasjustificaciones evolucionan del primero al segundo problema
al clasificarse la mayoria en la tipologia de pruebas intelectuales (experiencia mental). En dicha evoluciéon
es mas factible observar el transito entre los paradigmas Gl y Gll. En Gl es valida la deduccion a partir de la
experimentacion basada en el dibujo, mientras que en Gll dicha experimentacion puede apoyarse en el dibujo o

las figuras pero la validacion debe centrarse en los axiomas.

Ahora bien, en lo que a estas tareas geométricas concierne, el momento de validacion resultd fundamental para
observar la evolucion de los argumentos de los profesores y constituye un avance significativo para enunciar el
criterio geométrico en el momento de la institucionalizacion, de la situacion de referencia a la que perteneceny
que forma parte del dispositivo de formacion. Los resultados expuestos en este estudio, sin duda contribuyen
al reconocimiento de la importancia del componente prueba, asi como demas elementos asociados al ETG,
para favorecer el razonamiento geométrico en la ensenanza del triangulo, lo cual se reflejara en el diseno de
las situaciones didacticas que los profesores pongan en marcha en el aula, principalmente al desarrollar los

diversos tipos de pruebas en sus grupos multigrado.
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