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Resumen

El aprendizaje cooperativo puede impactar en el nivel de abstraccion de representaciones algebraicas, desde
los primeros anos de escolarizacion basica. Para analizar la relacidon entre el pensamiento algebraico y su
representacion abstracta, se implementd un experimento de ensenanza basado de aprendizaje cooperativo
en secuencias didacticas en una primaria piblica de la Ciudad de México, con 20 alumnos de tercer grado
de primaria. Dichas secuencias se basaron en la estrategia Concreto-Representativo-Abstracto (CRA), el
cual versa sobre la transicion en el entendimiento de relaciones de cantidad a partir de objetos manipulables,
su representacion grafica y su abstraccion a través de estructuras simboélico-algebraicas. La evaluacion
de estas secuencias se realizb tanto a través de tareas de evaluacion individuales, derivadas del trabajo en
equipo, como a partir de entrevistas semiestructuradas en las que se indagd en la apropiacion individual de
los participantes acerca de las representaciones que realizaron en la tarea final de evaluacion. Los resultados
muestran que un 70% de los participantes lograron mostrar en las evaluaciones al menos un nivel de dominio
operativo en tareas simbodlico-algebraicas. Los resultados se discuten en términos del nivel de logro de los
participantes en las secuencias didacticas, su entendimiento de las tareas algebraicas, asi como la relacion
entre el aprendizaje cooperativo y los distintos modos de representar simbélicamente relaciones algebraicas,

ademas del impacto en la didactica de los docentes de primaria.

Palabras clave: representaciones simbdlicas, aprendizaje cooperativo, algebra, educacién basica, ensenanza de las

matematicas.
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Introduccion

En las Gltimas décadas se ha consolidado el estudio del dominio de competencias matematicas a través
del algebra temprana en escenarios escolarizados, dentro del campo de la matematica educativa. El enfoque
del algebra temprana es el pensamiento algebraico y los modos en los cuales se puede desarrollar este
pensamiento en alumnos de primaria de entre 6 y 12 anos, a partir de relaciones matematicas, patrones y
estructuras aritméticas (Kieran et al,, 2016). Existen varias investigaciones que han demostrado la eficacia
de la implementacion de experiencias de ensenanza basadas en la integracion de la aritmética y principios
algebraicos desde los primeros anos de educacion primaria (Blanton y Kaput, 2005; Blanton et al., 2015;
Carraher y Schliemann, 2008; Godino et al., 2012; Kieran et al., 2016; Lian, 2021; Radford, 2012).

Uno de los retos de esta integracion es su escolarizacion, es decir, implementar en escenarios educativos
cotidianos los hallazgos derivados de investigaciones en diversos escenarios. Entre los escenarios en los que el
algebratemprana puede tener un mayor impacto, destacan los escolarizados, particularmente los de educacion
pUblica. En una primaria pUblica, convergen diversas problematicas, de entre las que se encuentran una gran
distancia en los dominios de los alumnos mas destacados y los mas marginados en su desempeno académico;
la ausencia de herramientas virtuales como mediacion de la colaboracion y el aprendizaje; una marcada
precariedad en sus recursos didacticos materiales; entre otras circunstancias que dificultan cualquier tipo de

didactica novedosay de impacto.

En este estudio, se promovio la escolarizacion de una experiencia de algebra temprana en ninos de tercer grado
de primaria, a partir del aprendizaje cooperativo (Slavin, 1980), basado en la estrategia didactica denominada

“desvanecimiento de lo concreto” (Fyfe et al., 2018; McNeil y Fyfe, 2012).

Las preguntas de investigacion derivadas de esta articulacion entre el aprendizaje cooperativo y el

“desvanecimiento de lo concreto” en el marco del algebra temprana, son las siguientes:

ccual es el efecto del aprendizaje cooperativo en las representaciones algebraicas de estudiantes de tercer
grado de primaria? ;cual es la relacion entre los objetos concretos y sus representaciones abstractas con
el dominio de competencias simbodlico-algebraicas? La hipotesis fue que la integracion del aprendizaje
cooperativo y el “desvanecimiento de lo concreto” potenciara la abstraccion y representacion algebraica de

relaciones matematicas.

Por lo tanto, el objetivo del presente estudio fue promover el aprendizaje cooperativo en la representacion y
entendimiento de expresiones algebraicas, a partir de la relacion entre elementos concretos y su abstraccion

matematica, en ninos de tercer grado de una primaria pablica.
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Desarrollo

El aprendizaje cooperativo implica, de acuerdo con Johnson et al. (2014) la conformacion de grupos de
estudiantes que resuelven tareas, en las cuales la contribucion de cada alumno es esencial para el resto del
equipo. En otras palabras, el aprendizaje cooperativo contempla los esfuerzos de los alumnos tanto a nivel

colectivo como individual (Slavin, 1987).

Los estudiantes de primaria, si bien se ha comprobado que pueden lograr un nivel de dominio de aspectos
generales del algebra a partir de su dominio aritmético, construyen esta competencia a partir de los recursos
con los que cuentan, ya sea a nivel simbdlico o a nivel verbal. Estos recursos pueden ser diversos, de acuerdo

con las oportunidades que un arreglo didactico les pueda brindar.

De esta situacion, han surgido diferentes estrategias que se enfocan en el potencial de los objetos concretos
como andamios cognitivos enlaabstraccion de conceptos. Estas estrategias derivan de los campos de didactica
fenomenolbgica (Freudenthal, 2012; Treffers, 1993) o del denominado matematicas manipulativas (Larbi y
Mavis, 2016; Moyer y Jones, 2004).

De las estrategias con mayorimpacto enlarepresentacion de la abstraccion de conceptos a partir de elementos
concretos, destaca la denominada “desvanecimiento de lo concreto”. De acuerdo con Fyfe et al. (2014), se trata
de una estrategia que ofrece la oportunidad de realizar conexiones entre interacciones fisicas con objetos
concretos, los cuales gradual y explicitamente se transforman en representaciones abstractas. Esta transicion

se puede observar en el modelo de la figura 1.

Método

Participantes y diseno

20 estudiantes de tercer grado de primaria (8-9 anos). La institucion es pilblica y se ubica en la Ciudad de

Meéxico. El diseno versa sobre un experimento de ensenanza multimétodo.

Este estudio de caso se realizd en una primaria publica de la Ciudad de México. Los estudiantes fueron 20
estudiantes de tercer grado de primaria (8-9 anos). Los estudiantes y sus tutores aceptaron explicitamente ser

parte de esta experiencia educativa.

El estudio se llevo a cabo en 13 sesiones: 2 sesiones de diagnostico, 9 sesiones de secuencia didactica y otras
2 de evaluacion final. En las sesiones de diagnostico se definid la configuracion de los equipos, basados en el
criterio de maxima homogeneidad (DeVries y Slavin, 1978) derivado del aprendizaje cooperativo, en el cual los
equipos se conforman por 4 integrantes con niveles distintos de desempeno académico (2 integrantes con un
alto desempeno y otros 2 con un bajo desempeno), con la intencion de desarrollar un modelo de co-ensenanza
dentro de cada equipo (Welch et al,, 1999). El diagnostico de los estudiantes se baso en la aplicacion de la

prueba WISC-IV estandarizada en poblacion mexicana. Los resultados de la prueba se sumaron a la calificacion
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de los alumnos en la materia de matematicas durante el ano escolar (2 calificaciones bimestrales al momento
de comenzar con el estudio). Se conformaron 5 equipos equilibrados de 4 integrantes. La estructura general de

la secuencia didactica se muestra en la figura 2.

La primera sesion tuvo como objetivo que los alumnos construyeran una métrica para poder comparar
volimenes en vasos de plastico. Cada equipo contaba con 4 vasos, de los cuales 2 fueron llenados con agua.
Una vez que cada equipo tenia sus vasos y el agua, tenian que equilibrar la cantidad de agua en los 4 vasos, de
tal modo que cada vaso deberia tener la misma cantidad de agua. Para ganar precision, los integrantes de cada
equipo tenian que crear una regla que pudieran pegar al lado de sus vasos, para que cada intercambio de agua

que realizaran estuviera corroborado.

En la cuarta sesion y quinta sesion, los escolares representaron equivalencias entre diferentes cantidades
de dulces, observando las relaciones funcionales que se establecen entre las magnitudes, para establecer el
esquema parte-todo, propuesto por Davydov (1962). La intencion del esquema parte-todo (ver figura 3) es
representar expresiones aritméticas de un modo relacional y estructural, teniendo como “partes” las cantidades

de dulces y como “todo” el total de los dulces.

U “on

A laizquierda se representa como el “todo” a la “a@” y a las partes como “b” y “c”. En el centro se encuentra la
relacion entre los tres componentes. A la derecha se muestra su relacion algebraica y de equivalencia. La sexta
y séptima sesion se trataron en la representacion de relaciones de cantidad a través de literales algebraicas
(variables e incognitas), por medio del uso de ecuaciones basadas en bolsas de dulces no contables (porque
la bolsa no es traslicida), que constituyen una unidad operativa. En otras palabras, estas sesiones se basaban
principalmente en representar, tanto cantidades desconocidas como relaciones de cantidad, con literales. En la
octava y novena sesion, los alumnos representaban equivalencias entre sumas y multiplicaciones (3x5=5+5
+5,7x3=7+7+7),con laintencion de resolver expresiones de jerarquia de operaciones (3+5x 3,6 +7x3 +

6 x 4), utilizando bolsas trasllcidas que hacen los dulces contables.

La evaluacion final verso sobre un analisis de contenido ad hoc basado en una entrevista semiestructurada. Se
analizaron las categorias de la revision de la taxonomia de Bloom realizada por Krathwohl (2001) para clasificar
las respuestas. Siguiendo el orden jerarquico de la taxonomia de Bloom, se reconceptualizaron las categorias
para que fueran mas descriptivas de la experiencia realizada. De aqui se derivaron cinco categorias de analisis, la
primera corresponde a la ejecucion mas simple, que es recordar; la segunda es cuando tiene un entendimiento
parcial,y por lo mismo no logra explicitar la manera de referirlo, llamada nociones genéricas; la tercera es cuando
el nino logra un dominio operativo (aplicar), pero solo explicita el entendimiento en el ambito procedimental; la
cuarta corresponde al analisis y evaluacion donde hay un entendimiento potencial, muy cercano a la expresion
del significado, pero con ciertas imprecisiones; y la quinta, que corresponde al nivel de dominio en el que el nino

es capaz de crear la expresion algebraica mostrando el dominio del entendimiento, lamada dominio existente.
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Los criterios para que los alumnos se ubicaran en un nivel determinado, ademas de los ya descritos en la figura
4, se basaron en la descripcion o argumentacion de los participantes en su discurso, es decir, que fueran capaces
de mostrar un dominio de la relacion de cantidad, del modo mas abstracto posible para ellos. Para complementar
la post-evaluacion, se tomaron en cuenta las puntuaciones de los alumnos a nivel individual en la etapa de la

evaluacion situaday en la etapa de analisis semantico, se exploraba para corroborar si habia o no entendimiento.

Los resultados se dividen en 3 apartados: entendimiento de la evaluacion de pensamiento algebraico, niveles

de logro de las secuencias didacticas y evaluacion de representaciones abstractas.

En la figura 5 se pueden observar los resultados tanto a nivel individual como en relacion con las 5 categorias
de entendimiento. El 20% de los alumnos, lograron un nivel de entendimiento en la tarea de evaluacion del
pensamiento algebraico. El 15% lograron un entendimiento potencial, el cual presenta un desarrollo alto de
dominio del pensamiento algebraico de la tarea evaluada, pero con imprecisiones. El 35% de los alumnos
alcanzaron un nivel operativo, mientras que un 5% se ubicaron en nociones genéricas. Finalmente, el 25% de

los alumnos restantes solamente recuerdan las tareas y operan con ellas contextualmente sin abstraccion.

En los niveles de logro de la secuencia didactica (figura 6), la mayor parte de los estudiantes, el 83.33%,
contestaron de un modo acertado a las tareas que tenian que resolver, aplicadas en las 3 primeras sesiones.
En la cuarta y quinta sesion de la secuencia, los alumnos alcanzaron un desempeno menor al de las primeras
3 sesiones, pero aln en un nivel alto, 72.50%. En las siguientes sesiones, la sexta y la séptima, los alumnos
tuvieron mayores dificultades con las tareas a resolver, obteniendo en promedio 60.42%. En la octava y novena
sesiones, los alumnos lograron un puntaje de 49.58%, siendo las tareas mas complicadas en la secuencia
didactica. Como se puede observar, a medida que la secuencia iba avanzando, los puntajes bajaban debido a la

complejidad progresiva de las sesiones.

En lo que respecta a la evaluacion de las representaciones abstractas de los alumnos, a continuacion, se hace
un énfasis en el analisis semantico derivado de las entrevistas personalizadas que, dada su extension, sélo se
presentan las de 4 participantes, los que lograron alcanzar el nivel mas alto de entendimiento, a través de sus
claves: AJ, MB, |J,y DM.

Por otra parte, en la figura 7 (alumno AlJ, alumno MB, alumno |J y alumno DM), se muestran partes del analisis
semantico para las tareas de pensamiento algebraico. En ella se indica la clave del alumno, la explicacion de su

respuesta, seguida por la fotografia de su escrito.

La situacion reactiva, consistio en representar algebraicamente la presentacion del siguiente problema: en una
escuela que tiene varios salones, donde cada salon tiene el mismo niimero de alumnos, y llega un niimero de

ninos de visita. ; Como representarias esta relacion para saber cuantos ninos estan en la escuela?

Algunos ninos utilizaron como literales los signos de interrogacion. Se permitid que los usaran durante la

evaluacion, conlaintencion deindagar el significado que les daban a estos, en comparacion con el uso de literales.
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AJ propuso una ecuacion para representar la cantidad de ninos que habia en una escuela, al multiplicar los
salones de la escuela por los ninos que habia en cada salon. Cuando se dio cuenta que le hacian falta “los ninos

que vienen de visita”, borrd su primera ecuacion para construir otra, en la que agrega la suma.

MB logrd plantear una ecuacion al problema de los ninos en la escuela, diferenciando las literales entre si,
incluyendo un signo de interrogacion. Aunque en un principio no detecto la necesidad de multiplicar, se dio
cuenta que necesitaba multiplicar para obtener el total de ninos en los salones. Pero no fue sino hasta que se
le dieron los elementos para facilitar la solucion, que pudo confirmar que la multiplicacion se podia realizar y

completo el ejercicio.

Por su parte, |J planted una solucion al problema de un modo algebraico, logrando comprender la relacion entre
el problema planteado y la representacion del problema con cantidades desconocidas. En un principio no sabia
como operar, pero después recordd como aplicaba las literales en la secuencia, y pudo crear una ecuacion.
Despuésrepresento las literales con diferentes letras entre si (incluido un signo de interrogacion), para distinguir

una cantidad desconocida de otra.

Finalmente, DM planted una solucion al problema de un modo potencialmente algebraico, pero hizo notar que
se requeriade aritmética para darle solucién al problema, afirmando que no se podra saber si el nimero de ninos
en la escuela es uno u otro. Sin embargo, después desecha la idea y utiliza literales y signos de interrogacion

para representar la relacion de manera abstracta.

Conclusiones

Elobjetivodel presente estudiofue promover elaprendizaje cooperativoenlarepresentaciony entendimiento
de expresiones algebraicas, a partir de la relacion entre elementos concretos y su abstraccion matematica, en

ninos de tercer grado de una primaria publica.

El aprendizaje cooperativo fue parte de la base de los resultados y la dindmica de las secuencias didacticas. Si
bien no fue evaluado directamente, el objetivo era promover una dindmica de cooperacidon para que la mayor
parte de los alumnos lograran tener un impacto en su entendimiento. Todos los alumnos lograron un avance
minimo observable de acuerdo con su nivel inicial de dominio aritmético. Por lo tanto, se puede afirmar que la

primera parte del objetivo se cumplio.

Por otra parte, los resultados confirman que los alumnos de tercer grado de primaria pueden ser parte de
actividades algebraicas, que impliquen argumentar y representar la solucion de un problema que contemplen el
pensamiento algebraico, talcomolo afirman Blanton etal. (2017), quienes tambiénindican que lasintervenciones
tempranas en algebra (incluso desde el primer ano de primaria), han demostrado mejorar el entendimiento

algebraico de los alumnos, en los niveles de secundaria o bachillerato.
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El uso del signo de interrogacion, si bien no es parte de las convenciones acerca del uso de literales en algebra,
representa un acercamiento para los escolares hacia la nocidon de incognita o variable. Hay indicios en su

discurso acerca de una distincion entre ambas, pero hace falta una mayor investigacion de esta diferenciacion.

Es probable que los alumnos que no lograron mostrar un entendimiento en el pensamiento algebraico, pero
que demostraron un dominio aritmético en la preevaluacion y durante las sesiones de la secuencia, estén
“sobrearitmetizados”, en el sentido de operar numéricamente (contable) mas no entender las relaciones de
cantidad, debido aunatendencia por el calculo sin comprension estructural de las operaciones que resuelven. En
otros casos, tiene que ver con varios escenarios, como la limitante que tienen algunos ninos en la comprension
de lectura; sus competencias previas en aritmética; la ausencia de significado subyacente a las tareas de las
que formaron parte; una falta de alcance de los instrumentos para evaluar sus construcciones propias del

conocimiento matematico; o la dificultad de algunos alumnos para situarse en una tarea novedosa.

La representacion de cantidades con literales no implica el pensamiento algebraico, en tanto solamente
tienen que nominar cantidades desconocidas usando literales, independientemente de si entienden la relacion
abstracta o no. Las tareas de pensamiento algebraico implican una mayor dificultad, porque la representacion

funge como una base del entendimiento de las relaciones abstractas.

La representacion es la via de entendimiento del pensamiento algebraico. Es decir, la representacion es
una guia cognitiva del ambito estructural de una expresion o de una ecuacion algebraica. La representacion
probablemente hace mas sencillo entender la ldgica del pensamiento algebraico (Iogica estructural y general,
en vez de unaldgica basada en el calculo y en cantidades especificas). Ademas, los alumnos podian representar
no solo cantidades con literales, sino darse cuenta de la diferencia entre incognitas y variables. Dicha diferencia
solamente se evalud a partir de nociones, por lo que harian falta mas tareas al respecto de la evaluacion de

estos dos tipos de literales.

Consideramos que la mayor parte de las pruebas fueron novedosas para los ninos, con lo cual se irrumpe
inevitablemente en el entorno cotidiano de los escolares, a pesar de que este estudio intentd partir de su

ecologia escolar para poder ser compatible la dinamica escolar que puede construir un profesor de primaria.
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Figura 1. Representacion de la transicion en la interaccion entre elementos concretos matematicos y su abstraccion

numeérica, es decir, el desvanecimiento de lo concreto (Fyfe et al., 2018, p. 2)
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Figura 2. Estructura de la secuencia didactica
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Figura 3. Esquema parte-todo (Davydov, 1962)
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Figura 5. Porcentajes de entendimiento de las tareas de evaluacion del pensamiento algebraico
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Figura 6. Porcentajes de logro promedio en las 9 sesiones de secuencias didacticas
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Figura 7. Descripcion de las representaciones algebraicas de los alumnos participantes

Clave del alumno

Descripcion de los alumnos

Al

(Escribe la ecuacion correctamente, solo le faltan los ninos de visita). Le voy a borrar
porque me faltan los ninos de visita (escribe la ecuacion completay correctamente). La A
es el nmero de salones, la D son los ninos, la X son los ninos que vienen de visitay la W
es el total de ninos que estan en la escuela.

MB

Y mas h mas X igual a ¢? Una cantidad representa los salones, los ninos de cada
salon y luego los ninos que vienen de visita, Pero no se obtiene, sumando, se obtiene
multiplicando, los ninos del salon y los salones, pero a lo mejor se suma... Solamente se
tiene que multiplicar. (Resuelve la operacion).

...iYa le entendi! Esta bien facil. Y mas Y por E igual a 'V, es una cantidad que no sabemos,
y como no sabemos cual cantidad es, pues le podemos poner X, z, signo de interrogacion.
(Luego cambia las incognitas, la Y por la A, luego otra Y por X). Y + X por ;.7 = A. No di el
nimero correcto, no me hace falta, pero con las letras es mas facil.

DM

Esta dificil, es una cantidad desconocida. Yo le haria asi: pondria un x, aqui un signo de ¢,
aquiunayy, luego el total. Aunque sin una cantidad no sabremos el resultado. X mas signo
pory, igual a signo. No sabemos la cantidad. Como no nos dio la cantidad de ningtn dato,
aln no podremos saber la cantidad de salones. Este representa la cantidad de ninos de
visita, luego la multiplicacion representa la cantidad de ninos y luego la de los salones.
(Las literales las cambia de lugar para que coincida con el planteamiento del problema).
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